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Introduction générale

Ce mémoire a pour objectif de fournir une syntheése d’une partie de mes activités de

recherche réalisées post-thése.
Commencons par retracer le parcours effectué depuis I’obtention de mon doctorat. En 1996,
j’ai donc soutenu une thése dans le domaine de la théorie des nombres & 'université de
Bordeaux. J’ai obtenu ensuite (1998) un poste de professeur certifié (PRCE) & 'université
de Dijon au sein de I’équipe d’informatique. Obtenant 1’agrégation de mathématiques en
1999, j'interviens alors en qualité de professeur agrégé (PRAG). Une fois la charge d’en-
seignements digérée (384H/an), ma curiosité me guide naturellement vers ’équipe d’algo-
rithmique combinatoire de Dijon. C’est alors que j’amorce un parcours initiatique pour
découvrir les bases de la combinatoire. Il est toujours difficile de percer les secrets d’un
nouveau domaine de recherche, mais I'aide des membres de 1’équipe de combinatoire a été
sans aucun doute un facteur essentiel dans mon apprentissage. Je suis alors recruté Maitre
de Conférences au laboratoire LE2I de Dijon en 2004. C’est & ce moment que je decouvre
la forte intéraction entre 'informatique théorique et les mathématiques.

En effet, 'informatique théorique apparait essentiellement sous la forme de deux cou-
rants : l'algorithmique, et la logique. L’algorithmique provient de ’automatisation de la
notion de calcul, alors que la logique formalise la notion de démonstration mathématique.

Dans I'antiquité, ces deux notions apparaissaient déja. On peut citer par exemple, Ar-
chimede et Diophante qui obtiennent une régle de calcul de I’aire située sous une parabole ;
Euclide pour la notion de systéme axiomatique ; et Aristote pour la logique propositionnelle.
Plus tard, Newton, Leibniz, Euler ou Gauss, proposent des méthodes de calcul numérique
permettant d’automatiser certains problémes issus des mathématiques. Puis la théorie de
la calculabilité est développée par Turing (1936) [89], von Neumann, Kleene, Church...

Durant ces derniéres années (et sans auncune comparaison avec les noms cités précé-
demment), mes travaux se sont orientés dans les domaines de l'algorithmique dédiée a des
problémes issus de la combinatoire, la théorie des graphes et ’é¢tude de classes combina-
toires ayant une structure de treillis. La référence actuelle du domaine de ’algorithmique
combinatoire est la collection de volumes The art of Computer Programming de Donald
E. Knuth [98]. Knuth étudie de nombreux algorithmes ainsi que leur comportement en
terme du nombre d’opérations élémentaires. Il dédie ainsi un volume entier a la génération
de classes d’objets combinatoires. On peut aussi citer les travaux de Flajolet, Johnson,
Korsh, Ruskey, Sedgwick, Trotter, Vajnovszki, Walsh,...[77, 91, 166, 149, 155, 100, 174].
Pour les références concernant les structures de treillis, on peut aussi considérer Davey et
Grétzer |83, 60]. Tous mes travaux concernant les structures en treillis sont isssus de classes
combinatoires énumeérées par les nombres de Catalan A000108, [162]. Enfin, mes travaux
concernant la théorie des graphes abordent essentiellement les colorations de graphes. No-
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tons toutefois qu’il existe évidemment des liens trés forts entre ces trois domaines. On peut
citer par exemple le lien entre les cycles Hamiltoniens en théorie des graphes et les codes
de Gray en algorithmique combinatoire.

Je n’exposerai pas dans ce mémoire mes travaux concernant les colorations de graphes
dans le but d’obtenir un mémoire axé sur la combinatoire issue de structures liées aux
permutations, mots binaires et arbres binaires. Si toutefois le lecteur souhaite obtenir mes
travaux en théorie des graphes, je I'invite a consulter les articles [27, 28, 29, 30].

Le mémoire est organisé de la facon suivante.

Dans le premier chapitre, je présente une grande partie (non exhaustive) de mes travaux
de recherche concernant la génération exhaustive. Ce chapitre contient une partie impor-
tante de mes résultats obtenus ces derniéres années. Je propose ainsi plusieurs nouveaux
algorithmes de génération dont la complexité est CAT (Constant Amortized Time), i.e. le
nombre d’opérations est proportionnel au nombre d’objets générés et ceci indépendamment
de la taille des objets. On étudie également plusieurs classes dont on a obtenu la génération
en code de Gray.

Dans le second chapitre, j'expose les travaux concernant I’étude de structures comptées
par les nombres de Catalan. En particulier, je donne deux nouvelles structures en treillis
pour les parenthésages bien formés ce qui induit deux nouvelles structures sur les arbres
binaires. On s’intéressse aussi dans cette partie & la construction de distance sur ces treillis,
et notamment on donne un algorithme polynomial d’approximation pour le calcul de la
distance de rotation entre deux parenthésages dans le treillis de Tamari. Notons que l'on
ne sait toujours pas aujourd’hui s’il existe un algorithme calculant en temps polynomial la
distance de rotation entre deux parenthésages dans ce treillis.

Dans le dernier chapitre, j’expose deux contributions récentes dans le domaine de I’é¢tude
des motifs dans les permutations. La premiére est issue d’un probléme de bioinformatique
puisqu’elle consiste & caractériser les suites du génome obtenues aprés un nombre donné
de duplications en miroir. La seconde repond & une question posée par Atkinson : est-ce
que la cloture cyclique de S(k(k —1)...321) posséde une base finie ?

Enfin, une conclusion donnera une approche globale de mes travaux de recherches en
précisant les objectifs souhaités ainsi que les futures directions de recherches envisagées en
proposant des questions encore & explorer.



Notations et définitions

Je présente dans cette partie, les principales notations et définitions utilisées dans ce
mémoire.

On note [n] ensemble {1,2,...,n}. L’ensemble des permutations sur 'ensemble [n] sera
noté .S,,. L’entier n est appelé la taille de la permutation. On représentera les permutations
en notation linéaire, i.e., o € S, sera notée 0109 ...0y, si o(i) = o; pour tout ¢, 1 <1i < n.

La permutation o € S, sera appelée un cycle lorsqu’il existe une suite d’indices 41, @9, . . . , iy
différents deux a deux dans [n] tels que o(i;) = ;41 pour 1 < j <n—1et o(iy) =14;. Une
telle permutation pourra aussi étre notée (i1,1is2,...,i,). Toute permutation o € S, peut

étre uniquement décomposée en un produit de cycles & supports disjoints. On dira que o
a k cycles lorsque cette décomposition posséde k cycles. L’ensemble des permutations de
taille n ayant k cycles sera noté S, .

Une valeur o; est un minimum gauche-droite (left-to-right minimum en anglais) si tous
les éléments a sa gauche dans o sont plus grands que ;. Etant donné que ’ensemble des
permutations de taille n ayant k cycles est en bijection avec ’ensemble des permutations
de taille n ayant k minima gauche-droite, nous utiliserons toujours la notation S, j, pour
ce dernier ensemble.

Un dérangement o est une permutation sans point fixe, c’est & dire qu’il n’existe pas
d’indice i tel que o(i) = i. L’ensemble des dérangements de taille n sera noté D,,. Dans le
second chapitre, D,, designera l’ensemble des mots de Dyck avec n parenthéses ouvrantes
et n fermantes.

Une excédence de o est une valeur o; telle que o; > i. L’ensemble des permutations de
taille n ayant k excédences est noté E), j.

Une permutation o € S, contient le motif m € S}, si et seulement s’il existe une suite
d’'indices 1 < i1 < ig < ... < ix < n tels que o(i1)o(iz)...o(ix) est ordonné comme 7.
Par exemple, la permutation 4132 contient (en gras) le motif 321 mais ne contient pas
(ou évite) le motif 231. Si T est un ensemble de motifs, on notera S,(T") 'ensemble des
permutations dans S, qui évitent tous les motifs appartenant & 7. Un motif barré 7 € S
est une permutation ayant une barre sur certaines valeurs. Posons 1 < r < k — 1. Soit 7
la permutation sur [k] obtenue en enlevant les barres de 7 et 7 la permutation obtenue de
7 en enlevant toutes les (k — r) valeurs barrées et renormalisée comme une permutation
de [k — r]. Alors o € S, ne contient pas le motif 7 si tout motif 7 dans o peut étre
étendu en un motif 7 dans o. Par exemple, si # = 4132, alors o = 58132674 € Sg(4132)
(voir, |71, 113, 160]). II est aussi possible d’introduire des ’ :” entre les valeurs d’un motif
(exemple 13 : 24). Si deux valeurs consécutives du motif 7 sont séparées par un ’ :’ alors la
permutation o contient le motif 7 si les entrées correspondantes a ces éléments sont aussi
adjacentes dans o (et bien sur dans le méme ordre que dans 7). Par exemple, 0 = 13524



6 Notations

ne contient pas le motif # = 13 : 24 mais contient le motif 1324. Notons qu’il s’agit d’un
cas particulier de la définition des motifs définis dans [76].

Une liste £ est un ensemble d’éléments totalement ordonnés. La liste £ est la liste
L considérée (ou lue) du dernier élément au premier. Les éléments prem(L) et der(L)
désignent respectivement les premiers et derniers éléments de la liste. Si £ et £ sont deux
listes alors on définit la liste £ o £’ comme étant la concaténation des deux listes £ et £’
telle que prem(L) = prem(Lo L').

Soit (Ly)n>1 une famille de listes L,, d’éléments de taille n. Si pour tout n > 1 deux
objets consécutifs de la liste L,, différent sur un nombre de positions indépendant de n, on
dit que la liste est en ordre de code de Gray.



Chapitre 1

(zénération exhaustive de classes
d’objets combinatoires

I.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse & des algorithmes permettant de générer exhaustivement
(et sans répétition) les objets d’une classe combinatoire. L’intérét de tels algorithmes est
multiple : 'obtention d’une liste compléte d’objets (en un temps acceptable) peut étre
utile pour la vérification ot la découverte de propriétés ou conjectures, pour la résolution
pratique de certains problémes NP-complets,... La complexité des algorithmes est donc
cruciale. Elle peut étre constante en moyenne ou dans le pire des cas. Une complexité
constante en moyenne signifie que le nombre d’opérations effectuées est proportionnel au
nombre d’objets & générer (CAT - constant amortized time) et ceci indépendamment de
la taille des objets; une complexité constante dans le pire des cas signifie que le passage
d’un objet a son successeur se fait toujours en un temps constant indépendant de la taille
des objets (loopless). Lorsque deux objets consécutifs différent sur un nombre de positions
indépendant de la taille, on dit que la liste est en ordre de code de Gray. Un algorithme
loopless liste nécessairement les objets en ordre de code de Gray ; la réciproque n’est pas
forcément vraie.

Il existe de nombreux travaux concernant la génération exhaustive efficace de classes
combinatoires. Par exemple, il existe des algorithmes efficaces pour la génération des per-
mutations [91, 166, 155, 148, involutions [174], up-down permutations [100, 152|, permu-
tations avec un nombre donné d’inversions [151]... Il est toujours intéressant de relire le
survol de Carla Savage [154] pour les travaux réalisés avant 1997 concernant les codes de
Gray. On trouvera dans ce mémoire de nombreuses références plus récentes.

Plusieurs méthodes différentes ont été utilisées pour ’obtention de tels algorithmes.
On peut bien sur citer la méthode de Johnson-Trotter [91, 166] pour la génération des
permutations en ordre de code de Gray. Il y a également des méthodes ad-hoc liées a la
structure particuliére des objets & générer, mais principalement, deux méthodes sont trés
souvent utilisées : la méthode récursive et la méthode ECO.

La méthode récursive consiste a définir la liste des objets de taille n en fonction des listes
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des objets de tailles inférieures a n. Par exemple, la classe B, des mots binaires de taille
n peut s’écrire récursivement sous la forme B, = B, 1.0 O B,_1.1, avec By = {0,1},
o () est opérateur de concaténation des listes, et B,,_; est la liste B,_; considérée
dans l'ordre inverse (de la fin au début). On obtient ainsi, By = {00,10,11,01} et B3 =
{000,100, 110,010,011,111,101,001}. Voir par exemple [84]. Dans cet exemple, la liste
fournie est aussi en ordre de code de Gray.

La méthode ECO (Enumeration of Combinatorial Objects), introduite par Pinzani
et al. [15] pour I’énumération de classes combinatoires, consiste a donner des régles de
succession pour étendre un objet de taille n & plusieurs objets de tailles supérieures. Plus
formellement, on part de (b), b € N, et on fournit des régles de succession €2 :

{(k) ~ (er(K))(ea(K)) - .. (er(k)), k € N},

ou ¢; : NT — NT; il s’agit d’expliquer ’évolution des successeurs (e1(k)), (e2(k)),-- -,
(ex(k)) en fonction de (k), k € N*. Les entiers positifs (b), (k), (e;(k)) sont appelés éti-
quettes. Cela induit un arbre de génération ou (b) est l'étiquette de la racine et chaque
noeud étiqueté (k) posséde k successeurs étiquetés (e1(k)), (ea(k)),. .., (ex(k)). Par consé-
quent, () induit une suite d’entiers positifs (an)n>0 ou a, est le nombre de noeuds sur
le niveau n dans l’arbre de génération. Par exemple, la régle de succession {2 définie par
(2) ~ (2)(2) initialisée par I'étiquette (2) induit la suite a,, = 2", i.e., chaque niveau n de
Parbre de génération associé contient 2" noeuds. Les nombres de Catalan peuvent étre ob-
tenus par cette méthode a ’aide de la régle de succession (k) ~ (2)(3) ... (k+ 1) initialisée
par l'étiquette (2).

La premiére partie de ce chapitre traite de la génération CAT alors que la seconde
traite de la génération en code de Gray.

1.2 Génération CAT

Dans cette section, nous donnons les différents résultats obtenus concernant la généra-
tion CAT (constant amortized time) de certaines classes d’objets combinatoires. Rappelons
que la génération CAT consiste & générer une et une seule fois chaque élément d’une classe
en un temps proportionnel au nombre d’objets mais indépendant de la taille des objets.
[Dans ce paragraphe, nous ne considérerons pas les générations en code de Gray ; en effet,
ces générations sont aussi CAT mais possédent la propriété supplémentaire que deux objets
consécutifs différent d’un nombre de positions indépendant de la taille.|
De nombreux algorithmes de générations efficaces existent dans la littérature. Par exemple,
on peut se référer aux deux survols suivants [98, 155] pour la génération de plusieurs classes
de permutations.

On présente ci-dessous deux algorithmes de génération CAT permettant de générer
efficacement les permutations ayant un nombre donné d’excédences, les permutations et
les mots de Fibonacci et de Lucas.

I.2.1 Permutations avec un nombre donné d’excédences

Ce paragraphe est issu de l’article [20]. Soit une permutation o € S,,. On représente
0 = 0103 ...0, en notation linéaire. La valeur o; est une excédence de o si (i) > i.
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Les permutations ayant un nombre donné d’excédences ont été trés étudiées dans le
domaine de la combinatoire énumeérative [39, 72, 116, 140|. Foata et Schiitzenberger |78]
donnent plusieurs propriétés fondamentales pour ces objets. De nombreuses applications
a l'analyse des algorithmes sont obtenues par Knuth [98] et a la combinatoire des mots
par Lothaire [108]. La statistique relative aux excédences sur les permutations est appe-
lée statistique Eulerienne. Je donne dans ce paragraphe un algorithme efficace (CAT) de
génération des permutations avec k excédences (k > 0). On note E,, j, I’ensemble des permu-
tations de taille n ayant k excédences. On procéde par la méthode récursive en remarquant
que E, ; peut étre construit a partir de E, 1 et E,_1 1.

Soit v € E,,_1 } une permutation de taille (n — 1) ayant k excédences, n > 2,0 < k <
n — 2; soit ¢ un entier, 1 < i < n — 1. Si on note par ¢ la permutation dans S,, obtenue a
partir de v en remplagant (i) par n et en ajoutant v(i) sur la droite de ~, alors on a :

(a) si (i) est une excédence dans v, alors o € E,, ;
(b) sinon, 0 € Ey, j41.

De plus, (¢) si o est obtenue de y en ajoutant n sur sa droite, alors o € E, ;. Récipro-
quement, chaque permutation de £, ;, n > 2, peut étre uniquement obtenue par I'une de
ces trois constructions (a), (b) et (c).

Ainsi, nous définissons deux fonctions ¢, et 1, comme suit :

Définition I.1. Pour 0 < k < n—2, un entier i € [n— 1] et une permutation v € E,_1 1,
on définit une permutation de taille n : 0 = ¢p_1(i,7) par

n s1] =1
o(j) =4 i) sij=n
v(7) sinon.

On définit aussi V¥p,_1 de E,_1j vers Sy, qui transforme v € E,_1 1 en une permutation
o € B, obtenue de v en ajoutant n sur sa droite.

Par exemple, si v = 3142 € Ey 2, on a ¢4(3,7) = 31524 € E52; ¢4(2,v) = 35421 € Es5 3
et 14(y) = 31425 € Es 5. Plus généralement, on peut remarquer :

Pn-1(i,7) = hn-1(7) - (i) = (v(i), n) - Yn1(7)-

Pour des raisons de clarté, on omettra l’indice n dans ¢,, et .

Lemme 1.2. Soient n,m, £, k quatre entiers naturels tels que 1 <m <n, 0 << m—1,
et 0 <k <n—1. Soit aussiy € Ey, .

- Sl existe i, 1 < i < m — 1, tel que (i) est une excédence de v, alors il y a une
permutation o € Ey j telle que o est obtenue de ¢(i,y) (respectivement (7)) en
appliquant plusieurs fois les fonctions ¢ et 1 si et seulement si : (1) £ < k et m+1—¢ <
n—k.

- Maintenant nous considérons i, 1 < i < m, tel que (i) n’est pas une excédence de -,
alors il y a une permutation o € E, ), telle que o est obtenue de ¢(i,7) en appliquant
plusieurs fois les fonctions ¢ et 1 si et seulement si : (i) L+1 < ketm—€<n—k.

- Sio € B, est obtenue de v € By, ¢ par la premiére construction et T € Ey, , par la
seconde, alors o et T sont différentes.
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Maintenant nous expliquons les principales difficultés pour 'implémentation de la pro-
cédure gen(m, ¢) donnée en figure I.1. La procédure gen(1,0) génére récursivement toutes
les permutations ¢ € E, ;. En effet, supposons que lorsque l'on exécute ’appel récur-
sif gen(m, £), la permutation courante est o € E,, ¢ et ses excédences sont en positions
i1,1%9,...,1g. Le tableau t; contient ces ¢ positions i1, %9,...,7. D’un autre coté les indices
dans [m]\{i1,d2,...,7¢} sont stockés dans to de taille r = m — £. Grace au lemme 1.2, la
procédure gen(m, ) génére les permutations de Ey, 11, ou de Ey,41 41 en appliquant sur
o les fonctions ¢ et/ou 1. Pour obtenir :

- (o) € Epy1,; on ajoute Uindice (m 4 1) sur la droite de to (t2[r +1] = m +1) et
on exécute gen(m + 1, /).

- ¢(ij,0) avec j € [{]; on ajoute (m + 1) sur la droite de ty (to[r + 1] = m + 1). On
actualise o = o - (t1[j],m + 1) et on exécute gen(m + 1, 7).

- ¢(i,0) avec i ¢ {i1,i2,...,ip}; i.e., pour chaque j < 7, on pose temp = to[j]. On
ajoute temp sur la droite de ¢; (¢1[¢ + 1] = temp) et on remplace t3[j] par m + 1,
alors on actualise o = o - (temp, m + 1) et on exécute gen(m + 1, + 1).

Apres chaque appel récursif, on actualise t1, t5 et o pour retrouver leur valeur avant 'appel.
Ces opérations requiérent une complexité O(1). Voir Palgorithme en figure I.1.

procedure gen(m,{)
r=m-—¥
if m = n then output o ;
else
if¢ <kand m+1—¢<n—kthen E41 Ey2 Es
tolr +1]:=m+1 1 4231 1 3241 1 52341 14 52134
gen(m + 1, ) 2 1432 2 3412 2 15342 15 13245
for each v € [{] 3 1243 3 4321 3 12543 16 15243
o=0-(t1[v],m+1) 4 3214 4 1342 4 12354 17 14235
gon(m +1,0) 5 4213 | 5 2431 | 5 42315 18 15234
o=0-(t1[v],m+1) 6 1324 6 2143 6 52314 19 21345
if0+1<kand m—0<n—k then 7 1423 | 7 3421 | 7 14325 20 51342
for each v € [1] 8 2134 | 8 3142 | 8 15324 21 41325
#1104+ 1] = ta[o] 9 4132 | 9 2314 | 9 12435 22 51324
temp = ta[v]: tafo] 1= m + 1 10 3124 | 10 4312 | 10 12534 23 31245
o =0 (temp,m + 1) 11 4123 | 11 2413 | 11 32145 24 51243
gon(m + 1,04 1) 12 52143 25 41235
o =0 - (temp,m + 1) 13 42135 26 51234
to[v] := temp;
end procedure

FIGURE I.1 : Algorithme de génération pour les permutations avec un nombre fixé d’ex-
cédences et les listes Fy 1, Fy2 et Ex;.

L’algorithme produit les permutations de E, j en temps amorti constant (CAT); en
effet, dans la procédure le nombre de calculs est proportionnel au nombre d’appels ré-
cursifs. De plus, chaque appel récursif produit au moins un objet ou produit deux autres
appels récursifs. Une implementation Java de cet algorithme peut étre vue a I'adresse
http ://www.u-bourgogne.fr/jl.baril/applet.html.
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1.2.2 Permutations et mots de Fibonacci ou de Lucas

Le contenu de cette partie est issu de I'article [17]. Nous utiliserons ici la méthode ECO
(Enumeration of Combinatorial Objects) définie en 1999 par Pinzani et al. [15]. Il s’agit de
fournir des régles de successions permettant de construire un arbre de génération dont les
noeuds d’un niveau n sont les objets de la classe combinatoire considérée. On présente ci-
dessous des algorithmes de génération basés sur ECO permettant de générer efficacement
(CAT) les mots de Fibonacci et de Lucas p-généralisés. L’arbre de génération obtenu nous
permet d’obtenir plusieurs bijections entre ces classes et des classes de permutations &
motif exclus. Nous obtenons ainsi la génération CAT de nouvelles classes de permutations.

1.2.2.1 Permutations et mots de Fibonacci généralisés

Un mot de Fibonacci p-généralisé de taille n est un mot binaire de taille n n’ayant pas
p uns consécutifs. Par exemple, le mot 110001010111 est un mot de Fibonacci 4 généra-
lisé de taille 12. Soit F}, , I’ensemble des mots de Fibonacci p-généralisés de taille n. La
cardinalité de cette ensemble est donnée par la suite de Fibonacci généralisée f,, ,, définie
par fnp = fa—1p+ ...+ fn_pp initialisée par f, , =0sin =0 et fi, = 1. En fait, on a
plus précisément : |F}, ,| = fny2,. On définira par la suite ce qu’est une permutation de
Fibonacci généralisée.

Le théoréeme suivant donne les regles de successions pour la suite f,;, de Fibonacci
p-généralisée.

Théoréme 1.3. Pour p > 2, un systéme de régles de succession (§),) pour la suite f,, de
Fibonacci p-généralisée est donné par :

(21) ~ (25 1)(1)
(1)~ 2p1).

Par un simple calcul utilisant les matrices de production [64], on déduit la fonction
génératrice de la suite engendrée par €, [71] :

£(2) l4+z4+224... 4271 1 1 )
z = —_ — - —n - .
P 1—2z—22—...—2P z \1=Y% 2

Puisque f,(2) — ﬁ, (1, produit une sorte de continuité discrete entre les suites de
p—oo

Fibonacci p-généralisées (p > 2) et la suite 2".

Proposition 1.4. L’arbre de génération de (€2),) peut étre codé par les mots de Fibonacci
p-généralisés, i.e., les mots binaires n’ayant pas p uns consécutifs. Un mot de taille n est

obtenu a partir d’un mot de taille (n — 1) en insérant la valeur 0 ou 1 en derniére position
(Voir figure 1.2).
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Dans toute la suite une position (ou site) dans un mot (ou une permutation) est un
emplacement dans un mot avant la premiére lettre ou apreés la derniére lettre ou entre deux
lettres du mot. Lorsque ’on permet l’insertion d’une lettre sur une position d’un mot, alors
on dira que la position est un site actif.

@)
0 1
2) 2y
00 01 10 1
2) @) (2) (V]
000 001 010 o011 100 101 110
(2) @) (2,) (6] (2,) (2,) (2,)

AN NN NN N

0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 1000 1001 1010 1011 1100 1101
(2) 2y) (2) o @) @) ) (2) @) @) @ @ @)

FIGURE 1.2 : Les cinq premiers niveaux de I’arbre de génération codé par les mots de Fibonacci
3-généralisés.

L’arbre de génération précédent induit une bijection entre F), , et deux ensembles de
permutations & motifs exclus (voir la définition d’un motif dans une permutation dans le
paragraphe Notations et Définitions). Ceci explique la raison pour laquelle on peut appeler
permutation de Fibonacci p-généralisée une permutation appartenant & I'un de ces deux
ensembles de permutations.

Théoréme 1.5. L’arbre de génération de (§),) peut étre codé par les permutations © dans
Sn(321,312,234... (p+1)1). Les sites actifs de m sont les deux derniéres positions si I’éti-
quette de 7 est (2;); sinon seulement la derniére position est un site actif. (Voir figure
L3).

123 132 213 231
(2,) (2) (2) @
123 4 124 3 132 4 1342_ 213 4 214 3 231 4

@) @) @,) ) @) @) @)

1234 5 12354 12435 12453 13245 13254 13425 21345 21354 21435 21453 23145 23154
(2,) @) (2,) (6] (2,) 2y ) () @) (2,) (N} (2,) @)

F1GURE 1.3 : Les cing permiers niveaux de l’arbre de génération de (23) codé par les permuta-
tions de Fibonacci 3-généralisées S, (321,312, 2341). Les sites actifs sont représentés en soulignés.

Théoréme 1.6. L’arbre de génération de (§),) peut étre codé par les permutations de Fi-
bonacci généralisées m dans S, (231,312, (p+1)p...321). Une permutation 7 a toujours un
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site actif sur sa derniére position ; de plus, dans le cas ou le label est (2;), un autre site
actif se situe juste avant l’entrée mazimale de la permutation 7.

1.2.2.2 Permutations de Lucas généralisées

Un mot de Lucas p-généralisé est un mot de Fibonacci p-généralisé n’ayant pas p
uns consécutifs lorsqu’on considére le mot circulairement. Par exemple, le mot 1010011
n’est pas un mot de Lucas 3-généralisé puisque 111 est contenu dans le mot (considéré
circulairement). Soit L, I’ensemble des mots de Lucas p-généralisés de taille n. Pour
n < p on impose par convention que le mot 1" est dans L, ,. La cardinalité de L, , est
donnée par la suite ¢, , définie par : £, , = €,,_1p+ ...+ €,_p, initialisée par £, , = 2" — 1
si 0 < n < p. En fait on a précisément |Ly, ,| = €, + 1 si n < p, et |Ly | = £y, sinon. Le
théoréme suivant donne les régles de succession pour la suite de Lucas p-généralisée.

Théoréme 1.7. Pour p > 2, un systéme de régles de succession (®,) pour la suite de
Lucas p-généralisée est :

(21) ~ (2p-1)(1)
\ (1) ~ (217_1)’

ce qui signifie que (®,) produit la suite £, ,, sin > p et £y, +1=2" sinon.

Par un simple calcul utilisant les matrices de production [64], la fonction génératrice
de la suite associée a (®,) est :

_ Y i)

Cl—z—22— . — P

p(2)

On obtient une continuité discréte entre la suite de Lucas p-généralisée est la suite 2™.

L’arbre de génération obtenu ne peut pas étre codé directement par les mots de Lucas
de L, ,. Cependant, on peut coder cet arbre en utilisant un ensemble K, , C F,, ;,; K, , est
I’ensemble les mots de F}, , qui contiennent au moins deux Os dans leur préfixe de longueur
p+1

Proposition 1.8. L’arbre de génération de (®p) peut étre codé par les mots de l’ensemble
Ky, . Un mot de taille n est obtenu d’un mot de taille n — 1 en insérant 0 ou 1 sur la
derniére position.

L’arbre de génération induit aussi une bijection entre L, ; et des ensembles de permuta-
tions & motifs exclus dont les éléments seront appelés permutations de Lucas p-généralisées.
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Théoréme 1.9. Soit

4. (p+1)2:(p+3)(p+2)

o) B2+ 2 +3)(p+ 1)

=
132:56... (p + 3)4.

Le systeme de régles de succession (®,) produit un arbre de génération codé par les
permutations de Lucas p-généralisées S, (321,312,234 ... (p+1)1,T},). Les sites actifs sont
les deuz derniéres positions si létiquette est (2;) ou (2}); sinon, seulement la dernére
position est active (voir figure 1.4).

123 132 213 231
() (2 (2)) @)
1234 1243 132.4_ 1342 213 4_ 2143 2314_
(2,) 2) () (€} () 1) 1)
12345 12354 12435 12453 1324 5_ 13254 13425 21345 21354 2143 5_ 2314 5_

() 2) (2) (€] (2) 2) (%) () 2) (2) (2,)

FIGURE 1.4 : Les cinq premiers niveaux de larbre de génération de (®3). Chaque noeud est
codé par une permutation de Lucas dans S, (321, 312,2341,1342:65,132:564).

Théoréme 1.10. Soit

'T'3'2:(p—|—3)(p+2)...54.

L’arbre de génération de (®,) peut étre codé par les permutations de Lucas m dans
Sn(231,312,(p + 1)p. ..321,T1;). Une permutation m a toujours un site actif en derniére
position ; de plus, dans le cas ou U'étiquette est (2;) ou (2}), elle en posséde un autre qui
est juste avant l’entrée mazximale de 7.

1.2.2.3 Algorithme et complexité

Tous les ensembles étudiés précédemment peuvent étre générés de fagon plus ou moins
efficace. Je donne ici seulement les algorithmes de génération des ensembles de Lucas
Sn(321,312,234... (p+1)1,Tp) et S,(231,312, (p + 1)p...321,T,). Un résumé de la com-
pléxité des algorithmes trouvés est présenté a la fin de ce paragraphe dans la table I.1.
Notons que le fait de pouvoir générer K, , en O(1) nous permet de générer facilement L, ),

en O(p).
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[1gen(i, k)

if 1 = n then output o ;
else
if £ # 0 then
flgen(i+ 1,k);
o=o0-(i,i+1);
lgen(i + 1,k —1);
o=o0-(i,i+1);
else flgen(i+ 1,0);
end;

12gen(i, k,t)

if = n then output o ;
else
if £ # 0 then
f2gen(i+ 1,k,i+1);
for j =i downto t
J:U<jaj+1>7
12gen(i + 1,k — 1,1);
for j=tto1
U:U'<j7j+1>;
else f2gen(i+1,0,i+1);
end;

Ensembles généré Complexité en moyenne

Fpn O(1)
Sn(321,312,234... (p+ 1)1) O(1)
Sn(231,312,(p + 1)p...321) O(p)
Kpn O(1)

Lpn O(p)
Sn(321,312,234... (p + 1)1, 1)) O(1)
Sn(231,312,(p+ 1)p. .. 3217ng) O(p)

TABLE 1.1 : Complexité moyenne pour la génération de chaque classe.

I.3 Génération en code de Gray

Le contenu de cette partie est issu des cinqg articles [19, 26, 25, 24, 31]|. Elle présente
des codes de Gray pour I’ensemble L,, , des mots de Lucas p-généralisés définis précédem-
ment, pour 'ensemble des dérangements, i.e, I’ensemble des permutations n’ayant pas de
point fixe, pour I’ensemble des permutations ayant un nombre donné de cycles, ou de mi-
nima gauche-droite, et enfin pour une famille large de classes de permutations évitant un

ensemble de motifs.

I.3.1 Mots de Lucas p-généralisés

Rappelons que I’ensemble L,, ,, des mots de Lucas p-généralisés de taille n est I’ensemble
des mots binaires de taille n ne contenant pas p uns consécutifs (les mots étant considé-
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rés circulairement). Par exemple, le mot 100011 est dans Lg4 mais n’est pas dans Lg 3.
L’ensemble des mots de Fibonacci p-généralisés est encore noté [}, ,. Remarquons qu’un
code de Gray est déja connu pour F, , [167]. Nous avons (dans le paragraphe précédent)
obtenu une génération en O(p) de Ly, ,. Nous donnons ici un code de Gray pour L, , et un
algorithme de génération en O(1).

Dans un premier temps on obtient une condition pour qu’il existe un code de Gray
pour L, , tel que deux éléments successifs différent d’une et une seule position. Pour cela,
il est nécessaire que la différence du nombre de mots de Lucas ayant un nombre pair de
uns avec le nombre de mots de Lucas ayant un nombre impair de uns, soit comprise entre
-letl.

Soient {¢n tn>0 et {An }n>0 les suites de différences de parité correspondantes aux suites
généralisées de Fibonacci et Lucas :

~ ¢n = card(Fy,) — card(F}, ), et

~ A\ = card(Ly, ,) — card(Ly, ).
ou Fy/, (resp. Ly ) est 'ensemble des mots de Fibonacci (resp. Lucas) ayant un nombre
pair de uns, et F, , (resp. Ly, ) est I'ensemble des mots de Fibonacci (resp. Lucas) ayant
un nombre impair de uns.

Lemme I.11. 1. ¢, vérifie
¢n = (bnfl - ¢n72 + -+ (_1)p+1¢nfpu pour n = p+1, (I].)

2. A\ est li€é a ¢y, par

)\n = ¢n72 -2 ¢n73 + -+ (_1)p+1p : (bnfpfla pour n 2 b + 2. (12)

Proposition 1.12. Si ¢(z) et A(z) sont les fonctions génératrices pour les suites {dn n>0
et {\n}n>0 respectivement alors

1.

0:) = b+ 2 (2P T (13
¢ +1
S i p pr1 1= (p+1)(=2)" + p(—2)"*!
Az) = JZO Nzl 22—y A v (1.4)

Corollaire 1.13. La suite {\,}n>p12 est périodique de période 2(p + 1). De plus, si on
définit \p = Appo(pt1) pour tout n=0,1,...,p+ 1 alors sa fonction génératrice est

(=2)P*'+ (p+ 1)z +p
(1= (=2)pt) - (1+2)

Az) = (L5)

Corollaire 1.14. La suite des différences de parités correspondant auz mots de Lucas vé-
rifie
_ [ =D s (p+1)
e R A (16)

Théoréme 1.15. Si l’ensemble L, , admet un code de Gray alors (p +1) fn.
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Considérons la relation d’ordre suivante utilisée pour obtenir un code de Gray pour les
mots de Fibonacci généralisés [167].

Définition 1.16. On dit que T est plus petit que y en ordre local réfléchi, noté par x <y,
s1 E;Zl(l — x;) est impair et Z;Zl(l —y;) est pair, ot i est la position la plus a gauche
telle que x; # ;.

Soit alors Ly, la liste ordonnée obtenue avec cette relation d’ordre. On peut montrer
que :

Théoréme 1.17. L, , est est un code de Gray optimal. Plus précisément,

1. Si (p+1) n alors L, est un 1-code de Gray pour Ly ;.

2. 51 (p+ 1)In alors Ly, ,, est un 2-code de Gray pour Ly, et il y a ezactement p — 1
mots vérifiant d(x, succ(x)) = 2.

La table suivante présente les codes de Gray obtenus pour ’ensemble L, , lorsque
(n,p) = (4,2) et (n,p) = (4,3).

L42 L43
01000110
01010100
00010101
00000001
00100000
1010|0010
10000011
1010
1000
1001
1100

TABLE 1.2 : Les listes £42 et £43. Les modifications de bits sont en gras.

Un algorithme de génération CAT pour cette liste est naturellement obtenu par une
simple adaptation de ’algorithme présenté dans [167].
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I.3.2 Dérangements

Un dérangement de taille n est une permutation = € .5, sans point fixe, c’est & dire
telle que m(i) # 4 pour tout ¢ € [n] = {1,2,...,n}. Si D, est 'ensemble de tous les
dérangements de taille n, une relation de récurrence pour d,, = card(D,,) est donnée par :

dy = (n — 1)(dp_1 + dp_2) (L.7)

pour n > 2, avec d; = 0 et do = 1, voir par exemple [58, p. 180] ou [165, p. 67].
La construction du code de Gray ci-dessous pour ’ensemble D,, est basée sur une preuve
combinatoire de la relation (I.7) ci-dessus.

Définition I.18. 1. Pour n > 3, un entier i € [n — 1], et un dérangement T € Dy_1,
on définit une permutation o = ¢, (i,7) de taille n par

n siT(j) =1
o(j) =1« 1 sij=mn
7(j) sinon.

2. Pour n > 4, un entier i € [n — 1] et un dérangement 7 € D,_o on définit une
permutation o = 1, (i,7) de taille n par

;-

] st j=mn
n st J=1

o(j) = 7(J) st j<iett(j)<i
T(j) +1 si j<ietT(j) =1
T(j —1) si j>ietT(j—1)<i
Tj—1)+1 si j>ietr(j—1)>1

Remarque : Si o € D,,, n > 4, et i = o(n), alors

1. si 0(i) # n (n n’est pas dans une transposition dans o) alors o = ¢, (i,7) avec 7 la permu-
tation représentée par les n — 1 premiéres entrées de (i,n) - o ;

2. si 0(i) = n (n est dans une transposition dans o) alors o = v,,(i,7) avec 7 la permutation

représentée par la forme normale de la suite (o(1),0(2),...,0(i—1),0(i+1),...,0(n—1)).

o

Soit Dy, la liste pour l'’ensemble D,, définie par :

D, = ¢(17Dn—1) 01/1(1,
O¢(2’ Dn—?) © ¢(27
© ¢(37 anl) © 1/}(37

n—2)
n—l)
n—2

)

(s/ReIRv]

i+1)

—~

n—1 _
= O (#(iDn-1) 0 96, Dr2)’
1=
pour n > 3, et D1 = (1,0) = (2,0) = 0 et Dy = (2,1). La liste D, est la liste D,, lue du
dernier élément au premier. On définit aussi (D,,)?) = D, si i est pair et (D) =D, si i
est impair.
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La figure 1.5 ci-dessous illustre la définition du code de Gray en représentant D,, par un
parcours de sous-listes lues dans 'ordre habituel ou dans son sens inverse. Des exemples
de listes sont donnés dans la table 1.3 ci-dessous.

Aﬂlnn -
I (2, Pni) ¥(3, Z|7n,7;>)
61, D) /tl)
$(1, Do)

(b)

FI1GURE L.5 : La liste D,, : (a) n est pair, (b) n est impair.

TABLE 1.3 : Les listes Dy et Ds. Dans Dj les sous-listes ¢(i, Dy) et (i, D3), 1 < i < 4,
sont respectivement en gras et en italiques.

D4 DS

1 2341 || 1 23451 | 12 %5412 | 23 25413 | 34 23154
2 3421 || 2 34251 | 13 451832 | 24 54213 | 35 3125
3 4321 || 3 43251 | 14 51432 | 25 45213 | 36 21534
4 3412 || 4 34521 | 15 41532 | 26 54123 | 37 51234
5 3142 || 5 35421 | 16 54132 | 27 51423 | 38 25134
6 4312 || 6 43521 | 17 43152 | 28 45123 | 39 53124
7T 2413 || 7 24531 | 18 31452 | 29 24153 | 40 31524
8§ 4123 || 8 45231 | 19 34152 | 30 41253 | 41 35124
9 2143 || 9 25431 | 20 43512 | 31 21453 | 42 53214

10 542531 | 21 34512 | 32 41523 | 43 35214

11 53421 | 22 53412 | 33 245613 | 44 23514

Théoréme 1.19. Deux dérangements successifs dans la liste Dy, différent en au plus quatre
positions.

La démonstration de ce résultat consiste a étudier les différentes transitions entre les
sous-listes de la définition récursive de D,,.

Une génération CAT de la liste D,, peut étre obtenue aprés quelques considérations assez
techniques que je préfére occulter dans ce mémoire. J’invite le lecteur intéressé a se référer
a l’article correspondant [31]. On trouvera également dans ce papier une généralisation aux
permutations avec un nombre de points fixes situés entre deux constantes.
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1.3.3 Permutations ayant un nombre donné de cycles

Pour 1 < k < n, on désigne par S, j, I’ensemble des permutations de taille n admettant
une décomposition en produit de k cycles disjoints. Naturellement, {.S, 1 }i1<r<n est une
partition de S,,. La cardinalité de S, est donnée par les nombres de Stirling signés de
premiére espéce s(n, k) définis par :

s(n,k)=(mn—-1)-s(n—1,k) +s(n—1,k—1) (L.9)

avec la condition initiale s(n,k) =0sin < 0ou k <0, (n,k) # (0,0), et s(0,0) = 1. Voir
par exemple [165, 179].

Pour n,k > 1 on définit par S] , 'ensemble des permutations de taille n avec k cycles
et telles que n est un point fixe (i.é. o(n) =n) et Sy = Snk\S,, . son complément dans
Sk

Les fonctions ¢, et v, définies ci-dessous induisent deux bijections entre S,,_1 ;—1 et

S! ., puis entre [n — 1] X S,y et S/,

Définition I1.20. 1. Pour 1 < k < n, un entier i € [n — 1] et une permutation vy €
Sn—1k, on définit une permutation de taille n, o = ¥, (i,7) par

v(i) sij=mn
o(j)=<¢ n sij=1
v(3) sinon.

2. Pour n > k > 2 et une permutation v € Sy_1,—1, on définit une permutation de
taille n, o = ¢ (y) par

o(j) = { :(j) N

Remarquons qu’avec ¢ et v comme ci-dessus, il est facile de voir que :
= 819 € Sp—1k, ¥n(i,y) €S 4 et by i [n— 1] x Sp_1x — Sy ;. est une bijection; et
—siy € Sp1 k-1, On(y) € S;z,k; et ¢n : Sp_1k-1 — S;z,k; est une bijection.
Lemme 1.21. Soit v une permutation de taille n —1, sin >3 et 1 <i,j<n—1,1#j
alors w(zﬁ) = w(Jv 7) : <Z.¢j7 n>
Lemme 1.22. Soit v et o deuz permutations de taille n — 1 vérifiant o = v - (i, j, k) avec
i,7,k deuzr o deux différents, 1 < i,j,k <n—1,n >3 alors ¢(j,0) = (k,v) - (i, ], k).

Lemme 1.23. Soit v une permutation de taillen—1 et 0 = v-(i,j) aveci # j, 1 <1i,j <
n—1,n >3 alors w(%a) = ¢(7) : <27na]>

L’ensemble S, ;. peut alors s’écrire :

n—1
S = [, Sne14) U ¢(Sn-1.4-1) (1.10)
=1

avec ¢(Sn0) et ¥(i, Sy pnt1) vides.
On définit alors la liste Sy, en distinguant les cing cas ci-dessous. Comme dans le

paragraphe précédent, la liste Sf:gc correspond & la liste S, 1, si @ est pair et & S, , si 7 est
impair.
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*|k=1,n>1|Pour n > 1, on définit :

( (1) sin=1
(2,1) sin=2
S (3,1,2),(2,3,1) sin=3
1 Y(1,831) 0 (2,831) 0 (3,831) sin=4
4 ) S
Y(1,Sp-11)0 O 11/)(’5,571—1,1)(”1) oP(2,Sn-1,1) 0Y(3,85-1,1) sin =5
\ 1=n—
*|k=n,n>2|S5,, contient un seul élément (1,2,...,n —1,n) pour n > 2, (b)
*lk=n—-1,n> S‘Pour n > 3, on définit S, 1 =
Y(1,822) 0 ¥(2,S522) 0 ¢(S2,1) sin=3
2
(1, Sn-10-1)0 O Ui, Sn-1,0-1) (0 — 2,Sn—1,0-1) © $(Sp_1,n—2) sinon.  (¢)
i=n—1
iFE N —2

* ‘k:n—Q,n>4‘Pourn>4, on définit
n—1 .
Snn—2=Y(1,8,-1n-2)0 Q))Q/)(’i,Sn—l,n—ﬂ(l) 0 P(Sn-1,n-3) 0V(2,Sn—1n-2).  (d)
* ‘2<k<n—3‘Pour2<k<n—3, on définit

k1 , o 2 -
Sng =11, Sn-18)0 O P(i,Sn-1.4) 0(Sp-14-1)¢ )O‘Qk (i, Sne1e) . (o)

i=n—1

Théoréme 1.24. Les listes S, i, et S;,lg sont des codes de Gray optimauz et cycliques. Une

permutation est obtenue & partir de sa précédente en effectuant un produit par un cycle de
taille 3.

TABLE 1.4 : Les listes S35, 1 <k < 3, et Sy, pour 1 < k& < 4. Par exemple, dans Sy 9 les

sous-listes de la relation (d), 1(1,S32), ¥(3,S3,2), #(S3,1) et (2, S32), sont alternativement
en gras et italique.

S31 832 833 S Sup S43 S
1 3121 321 |1 123 || 1 4123 | 1 4213 |1 4231 |1 1234
2 2812 132 2 4312 | 2 4321 | 2 1243
3 213 3 2413 3 4132 |3 1432
4 3421 | 4 21483 |4 2134
5 2341 | 5 1342 | 5 1324
6 3142 | 6 32/1 |6 321
7 3124
8 2314
9 2431
10 1423
11 3412

Toute permutation m € S, a une unique décomposition comme un produit de transpo-
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sitions de la forme :
n

m=(p1, 1) (p2,2) - (p3,3) ... (pwom) = [ [ (i, 1) (L11)
-1

avec 1 < p; < 4. Donc (I.11) fournit une bijection S,, — T, avec T, = [1] x [2] X ... X [n];
de plus un mot pipops...pn € T, est une autre fagcon de représenter une permuta-
tion : on appelera cette repésentation tableau des transpositions. D’un autre coté, un mot
p1p2ps ... Py € 1), peut étre vu comme la table d’inversions de la permutation o € S, :
p;i-1 est le nombre d’entrées o; > 0y, j < t.

La relation entre ces deux repésentations n’a jamais été étudiée et est peut étre une
direction de recherche intéressante.

Soit maintenant I’ensemble T}, ;. des mots dans T;, avec exactement k points fixes, c’est-
a-dire k entrées p; telles que p; = i. Puisque le nombre de ‘transpositions’ (i,4) dans (I.11)
est aussi le nombre de cycles dans w, T;, ;, est I'ensemble des tableaux de transpositions
des permutations dans Sy, i ; la relation (I.11) induit une bijection S, 1 — T}, k-

D’un autre coté, 1), ; est I'ensemble des tables d’inversions des permutations dans .S,
ayant k minima gauche-droite (en anglais left-to-right minima) ; un minimum gauche-droite
dans une permutation est une entrée plus petite que toutes les entrées & sa gauche. Par
conséquent, on obtient le résultat bien connu d’énumeération : le nombre de permutations
dans S,, avec k minima gauche-droite est aussi le nombre de Stirling signé s(n, k). Voir
également [165].

En général, une bijection entre deux ensembles ne conserve pas les petites modifications
entre les objets; C’est le cas de la bijection .S, — T;, définie précédemment. Par exemple,
si m et 7’ sont deux permutations telles que 7' = 7 - (a,b, ¢) alors la décomposition de 7’
peut différer de celle de m par beaucoup de transpositions : Prendre 7 = (7,1,2,3,4,5,6) =
(1,1) - (1,2) - (1,3) - (1,4) - (1,5) - (1,6) - (1,7) et @’ = (2,1,4,3,7,5,6) = 7 - (1,3,5) =
(1,1)-(1,2)-(3,3)-(3,4)-(5,5)-(5,6)-(5, 7). Réciproquement, si deux décompositions différent
par au plus deux transpositions, alors les permutations correspondantes peuvent différer
par beaucoup d’entrées : prendre 7 = (2,3,4,5,6,1) = (1,1)-(1,2)-(2,3)-(3,4)-(4,5)- (5, 6)
et 7 =1(2,4,1,6,3,5) = (1,1) - (1,2) - (2,3) - (2,4) - (4,5) - (4,6).

Soit maintenant la liste 7, ;, pour ’ensemble T, ;,, obtenue en remplacant chaque per-
mutation de la liste S, par son tableau de transpositions. De facon surprenante, deux
suites consécutives dans 7, j différent en au plus deux positions et donc c’est un code de
Gray code (voir la table 2). Ce résultat est présenté dans le prochain théoréme. Malgre la
ressemblance avec le théoréme 1.24, ces deux théorémes ne sont pas conséquences 'un de
lautre.

Théoréme 1.25. ~ T, 1 est ala fois un code de Gray pour l’ensemble des permutations
de taille n avec k cycles dans leur représentation en tableau de transposition, et pour
l’ensemble des permutations de taille n avec k minimum gauche-droite dans leur
représentation en table d’inversion.

— Ty i est partitionnée selon les suffives et satisfait les desiderata de Walsh : la liste
peut donc étre obtenue en une complexité loopless. [175] .

Il est important de noter que si on considére la liste des permutations ayant pour tableau
d’inversions 7,, ;,, on n’obtient pas un code de Gray pour les permutations ayant un nombre
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TABLE I.5 : Les listes Sy 2 et 74 2. Chaque suite dans 74 » est le tableau de transpositions
de la permutation correspondante dans Sy 2.

Sao | Tup
4213 | 1211
4321 | 1221
4132 | 1131
2143 | 1133
1342 | 1223
3241 | 1213
3124 | 1114
2314 | 1124
2431 | 1132
1423 | 1222
3412 | 1212

donné de minima gauche-droite. De fagon récursive, et en utilisant les définitions (a), (b),
(¢), (d) et (e) on obtient naturellement un algorithme CAT pour la génération pour Sy, .

Le paragraphe suivant présente alors une construction ad-hoc permettant d’obtenir un
code de Gray optimal pour cet ensemble.

I.3.4 Permutations ayant un nombre donné de minima gauche-droite

Soit o € S, ; alors o; est un minimum gauche-droite si o; < o; pour tout j < i.
Pour 1 < k£ < n, on note S, 'ensemble des permutations de taille n avec exactement
k minima gauche-droite. Par exemple, on a S3; = {123,132}, S35, = {213,231, 312} et
S35 = {321}. Naturellement, {S), 1 }1<k<n forme une partition pour S, et il est bien connu
(voir par exemple [165], p. 20) que la cardinalité de S, j est donnée par les nombres de
Stirling signés de premiére espéce s(n, k) définis dans le paragraphe précédent puisqu’ils
énumeérent aussi les permutations de taille n ayant k cycles [165, 179]. C’est la raison pour
laquelle on conserve la notation .S, j, dans ce paragraphe.

Les fonctions ¢, et 1, définies dans le paragraphe précédent induisent une bijection
entre Sy,_1 k-1 U [n — 1] X S,_11 et Sy, 1 telle que sa restriction a S,_1—1 est ¢, et sa
restriction & [n — 1] X Sp_1  est ¥y,.

Définition 1.26. 1. Pour 1 < k < n, un entier i € [n — 1] et une permutation v €
Sn—1k, on définit une permutation de taille n, o = ¢y (i,y) par

7(7) §1J Sl
o(j)=¢ n sij=1+1
v(j —1) sinon.

2. Pour n > k > 2 et une permutation v € Sy_1—1, on définit une permutation de
taille n, o = ¢p(y) par

o ={ 2y

v —1) sinon.
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D’un autre coté, on a une autre bijection entre S,_j;_1 U [n]\{1} x S,_1; et Sy en
remplacant ¢, et 1, avec les deux fonctions ¢/, et 1), données ci-dessous.

Définition 1.27. 1. Pour 1 < k < n, un entier i € [n]\{1} et une permutation v €
Sn—1k, on définit une permutation de taille n, o = ;,(i,7) par

v(J) siy(j) <i—1
o(j)=< 1 sij=mn
v()+1 sinon.

2. Pour n > k > 2 et une permutation v € S,_1—1, on définit une permutation de
taille n, o = ¢, (v) par

N )1 sij=mn
o) = { v(j)+1 sinon.

alors

N

S
|

o

Lemme 1.28. Soit v une permutation de taille n — 1, sin > 3 et 1 < 4
(i) =@+ 1,7) (i +1,i+2).

N

Lemme 1.29. Soit v une permutation de taille n — 1, sin > 3 et 1 < ¢ < n— 3, alors

V(i) = +2,7) ((+1,i+3,i+2).
Ces deux lemmes peuvent aussi s’écrire avec 1) :

Lemme 1.30. Soit v une permutation de taille n — 1, sin > 3 et 2 < ¢ < n—1, alors
1[)/(’5.)7) = <Z>2 + 1> : QJ)/(’L + 1’7)'

Lemme 1.31. Soit v une permutation de taille n — 1, sin > 3 et 2 < i < n— 2, alors
W (i,y) =G+ 1,i+2) - (i 4 2,7).
L’ensemble S, j, peut s’écrire :
n—1
Sn,k = U 1[)(’6, Snfl,k) U ¢(Sn71,k71) (112)
i=1

avec @(Sn.0) et ¥(i, Spnt1) vides. Si on considére maintenant ¢’ et ¢, la relation devient
n

Sn,k = le(’t, Snfl,k) U ¢/(Sn71,k71)- (113)
i=2

On définit alors la liste S, ; en considérant les cinq cas suivants. On donne également
une représentation de la liste en montrant ’enchainement des différentes sous-listes qui la
composent.

* m Snn, n = 1, contient un seul élément (n,n —1,...,2,1), (a)
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* Pour n > 2, on définit les relations (b) :
. Pour n= 2, Sn1=(1,2).
e Pour n =2m > 2,

1 .
Sp1=9vn—-1,8,11)c O ¢(2i— 175n_171)(m+z—1) o
i=m—1

m—1 .
O ¥(2i,Sy-1.1)m+.
i=1
:Pourn:2m+123

Sn1=vn—-1,8,11)0 O P(2i,Sp-11) ™ o

i=m—1

6 @D(QZ — 1,Sn,171)(m_1+2).

n=8 n=9

O] O] O] O]

N_H\. 3 45 6 7 1N_2 73\ 4 _5\_6 77 8

FIGURE 1.6 : Les relations (b) pour n = 8 et n = 9. Chaque point ¢ correspond a la

liste 9 (i,Sp—1,1) et chaque point encerclé i représente la liste ¢ (i,S,—11), i-e., la liste
Y(i,Sp—1,1) dans lordre inverse. Par exemple, si n = 8 alors Sg1 = ¥(7,S57,1) o9(5,57,1) o
Y(3,87,1) o (1,871) 0 9(2,87.1) 0 ¥p(4,87.1) 09 (6,57.1).

* ‘ k=n—1,n>3 ‘ On définit les relations (¢) (voir figure 1.7),
e Pour n =2m > 4,

1
Snn—1 =9 (0, Sn-1,n-1) ¢’ (Sn-1,n-2) 0 O ¥'(24,Sp-1,n-1) ©

=m—1
m L '
O Q/) (22 - 1>Sn—1,n—1)-
=2

e Pour n =2m + 1 = 3,

2
Snn—1 =P (0, Sn—1,n-1) © ¢’ (Sn-1,n-2) © O ¥'(2i = 1,Sp—1,n-1) 0

m . =m
91 ¢,(2273n71,n71)-

Notons que ces relations utilisent ¥’ et ¢’ au lieu de v et ¢.

VR L

F1GURE L.7 : Les relations (¢) pour n = 8 et n = 9. Chaque point i # 0 correspond &
la liste ¢/ (2, Sp—1.n—1) et le pomt 0 représente la liste ¢'(Sp—1,,—2). Par exemple, si n = 8

alors Sg7 = ¢'(8,877)0¢ (S7.6) 0t (6,S7.7)0v (4,87.7) 00 (2,87.7) 0 (3,S7.7) 0t (5,S7.7) 0
(7, 877).

* ‘ k=n—-2n> 4‘ On définit les relations (d) (voir figure 1.8),
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e Pour n =2m >4,

1 .
Spn—2=1(n—1,817-2)0d(Sn-1n-3)0 O $(2i —1,8u_1,n-2)" "V

i=m—1
m—1 .
o O P(26,Sp1,n—2) M+,
=1
e Pour n=2m+1 > 5,
1 i m
Sn,n72 = ¢(n - 17817,71,7172) o ¢(Sn71,n73) ° O 1/}(21'7871,17”,2)("7'—’—2) © 01/1(21 -
m—

1=
]-7 Snfl,an)(m—’—l—H) .

n=8 n=9

FIGURE 1.8 : Les relations (d) pour n = 8 et n = 9. Chaque point i # 0 correspond a la
liste 9(i,Sp—1,n—2) et le point 0 est la liste ¢(S,—1,,—3). Quand le point est encerclé, on

considere la liste en ordre inverse. Par exemple, si n = 8 alors Sg ¢ = ¥(7,S7,6) © ¢(S75) 0

¢(57 87,6) o 1/}(37 87,6) o 1/}(17 87,6) o 1/}(27 87,6) o 1/}(47 87,6) o ¢(67 87,6)'

‘2 <k<n-— 3‘ Si 2 < k < n— 3, on définit les relations (e) (voir figure 1.9)
e Pour n = 2m, k impair,

1 o (k=1)/2
Snk=P(n—1,811)0 O $(2i—1,8, 1) Do O ¥(2i,
i=m—1 i=1
. " m—1 .
Sn—1,1) T 0 §(Spo1 )™ TED 20 O (20,85 1) M.
i=(k+1)/2
e Pour n = 2m, k pair,
k+2)/2 , .
Sn,k = ¢(n - 1>Sn71,k) © 4_0 1¢(2% - 17$n71,k)(m+l) © ¢(Sn71,k71)m+5
1 _ m—1 .
o O ¥(2i—1,814) ™ Vo O (24, Sy p—1)™F.
i=k/2 i=1
e Pour n = 2m + 1, k impair,
(k+1)/2 (i) e
Snk=v(n—1,8-1k)° O 11/1(2173n—1,k) M 0 ¢(Spo1 1) 2
i=m—

1 om A
o O ¥(2i,Su_16) " 0 O(2i — 1,8, 1 1) M.

i=(k—1)/2 i=1
e Pour n = 2m + 1, k pair,

1 , (k—1)/2
Spe =w(n = 1L,81p) 0 O (26, Spm1) ™ Vo O (2 -1,
i=m—1 i=1
Sn—1.6) ™) 0 ¢(Syq 1) TEFD/2 6 6 (20 — 1,8, p—1)mHFL.

i=(k+1)/2

Théoréme 1.32. La famille de listes {Sy i }n>k>1 est un code de Gray optimal.

La démonstration se fait par récurrence et consiste & examiner toutes les transitions

entre les sous-listes dans les relations (a)-(e).
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n=8 k=4 n=9 k=3
AT °

n=8 k=3 n=9 k=4

0 0

F1GURE 1.9 : Les relations (e) pour n = 8,9 et k = 3,4. Chaque point i # 0 correspond
a la liste ¥(4,S,—1%) et le point O est la liste ¢(S,—1,%—1). Quand le point est encerclé, on
considére la liste en ordre inverse. Par exemple, si n = 8 et k = 4 alors Sg4 = ¥(7,S74) o

P(5,874) 0 ¢(S7.3) 0 (3,S7,4) 0 ¥(1,874) 0 Y(2,57.4) 0 (4, S7,4) 0 ¥(6,S7.4).

TABLE 1.6 : Les listes S35, 1 <k < 3, et Sy pour 1 <k < 4. Par exemple, dans Sy 2 les

sous-listes de la relation (d), ¥(3,832), ¢(S3,1), ¥(1,S32), et ¥(2,S32), sont alternative-

ment en gras et en italique.

S3,1 S3,2 S3,3 Sa1 S42 Sa,3 Sa,4
1 123 1 213 1 321 1 1234 1 2134 1 3214 1 4321
2 132 2 231 2 1324 2 2314 | 2 3241
3 312 3 1423 3 3124 | 3 3421
4 1432 | 4 4132 | 4 4231
5 1342 5 4123 5 4312
6 1243 6 2413 | 6 4213
7 2431
8 3412
9 3142
10 2341
11 2143

Etant donné que l'on a utilisé une définition récursive du code de Gray, 'implantation
d’un algorithme CAT pour l'obtention de cette liste s’obtient naturellement. Une applet
java est disponible sur le site http ://www.u-bourgogne.fr/jl.baril.

1.3.5 Permutations évitant un ensemble de motifs

Dans ce paragraphe on donne une construction de codes de Gray unifiée pour un grand
nombre de classes de permutations évitant un ensemble de motifs.

Soit o € Sy, ; les sites de o sont les positions entre deux entrées consécutives, avant la
premiére entrée et aprés la derniére. On suppose que les sites sont numérotés de la droite
vers la gauche de 1 & n + 1. Par exemple, le troisiéme site de la permutation o = 463512
est entre 5 et 1. De plus, soit o € S, (T), ou T est un ensemble de motifs a exclure, on dira
que le i-iéme site de o est actif si la permutation - obtenue & partir de o en insérant (n+1)
sur ce site appartient & Sy,41(7"). On notera cette permutation v par ¢(i,0) et nous dirons
que 7 est un successeur (ou fils) de o. Les sites actifs d’une permutation o € S, (T) sont
ressérés a droite (voir [67]) si tous les sites a droite du site actif le plus & gauche sont aussi
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actifs. On note par yr(i,0) le nombre de sites actifs de ¢(i,0). Un ensemble de motifs T’
est appelé régulier [67] si pour tout n > 1 et v € S,(T),

- v a au moins deux sites actifs, et les sites actifs de ~ sont ressérés a droite,

- il existe o € S,,_1(T') et un entier i, 1 < < n, tel que v = ¢(i, 0),
x7(i,0) ne dépend pas de o mais seulement du nombre k de sites actifs de o ; dans
ce cas, on note xr(i,0) par xr(i, k) si o a k sites actifs.

Pour la suite de ce paragraphe, on ne considére que des ensembles de motifs T" réguliers.

Maintenant, pour chaque n > 1 et pour chaque permutation o € S,,(T), on associe :

- une direction : haut ou bas; une permutation o avec la direction haut (bas respecti-
vement) sera notée par o' (o respectivement). Une telle permutation sera appelée
permutation orientée.

- Une liste de ses successeurs considérés avec leur directions, ¢.e. une liste contenant
des ¢(i,0) ou j € {0,1} et les indices i sont les sites actifs de o dans un ordre que
I’on va expliciter ci-dessous.

La liste des successeurs de o” sera obtenue en renversant 1’ordre de la liste des successeurs
de o' et en inversant la direction de chaque élément de la liste.

Soit ! une permutation orientée dans S, (1) avec k sites actifs et soit L la suite unimodale
d’entiers ot L(7) est le i-ieme (1 < i < k) entier de la suite L suivante :

I 3,5,...,(k=3),(k—1),k,(k—2),(k—4),...,4,2,1 si k est pair,
U35 (k—d), (k—2),k (k—1), (k—3),...,4,2,1 sik est impair.

On considére aussi la suite L' définie par :

I 24,....(k—4),(k—2),k,(k—1),(k—3),...,5,3,1 sik est pair,
T\ 24, (k=3), (k—1),k, (k—2),(k—4),...,5,3,1 sik est impair.

Soit II(o!) la liste des successeurs de ol contenant les k permutations orientées dans
Spi1(T) telle que : le j-ieme élément est ¢(L(5), o)D) ™42 pour 1 < j < k —1 et
le k-ieme élément est ¢(L(k),o)'. De plus, si on remplace la suite L par L' dans cette
définition, on obtient une liste notée IT' (o). Les figures .10 et 1.11 illustrent les différents
cas pour les listes II(o) et II'(o0) lorsque o possede k = 7 ou k = 8 sites actifs.

k=7 k=8
TS SLINLE

FIGURE I.10 : Si k = 7 o alors  II(c!) est la liste
6(3,0)°,6(5,0)', 6(7,0)°, 6(6,0)', 6(4,0)0, 6(2,0), 6(1,0) 5 si k= 8, Tl(o!) est
#(3,0)°,6(5,0)", 6(7,0)%, 6(8,0)",6(6,0)°, ¢(4,0)", $(2, 0)° ¢(1’0)1- Chaque  point
(resp. point encerclé) étiqueté par £ € [1..k] représente ¢(¢,o)! (resp. ¢(¢,0)°).
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k=7 k=8
@
7m 8 7% 2 1
FIGURE I.11 : Si ok = 7 alors  IU'(c!)  est la  liste

i

$(2,0)°,6(4,0)",¢(6,0)°,6(7,0)", 6(5,0)°,0(3,0)!, p(1,0)"; si & = 8, T(c') est
(resp. point encerclé) étiqueté par £ € [1..k] represente ¢(¢, o)t (resp. ¢(¢,)°).

Posons d,, = card(S,(T")). On définit alors récursivement le code de Gray S,(T") pour
I'ensemble S, (T) :
1° sin=1
S0 = il v
ou

- oli] est la i-iéme permutation orientée de la liste S,,—1(T),

- T(ofi]) = I'(o[i]) si : la direction de o] est 0 et la direction de o[i + 1] est 1; o[i]
et o[i + 1] different en trois positions et ont respectivement au moins trois fils et
exactement deux fils,

- T(ofi]) = I'(o[i]) si : la direction de o] est 1 et la direction de o[i — 1] est 0; o[i]
et o[i — 1] different de trois positions et ont respectivement au moins trois fils et
exactement deux fils,

- T(oi]) = I(c[i]) sinon.

La table 1.7 illustre notre construction pour S5(321) et S5(312). Notons que les listes IT et
IT" apparaissent dans la construction du code Gray S5(321); mais seulement les listes de
la forme II sont utilisées pour S5(312).

Maintenant nous étudions plusieurs propriétés qui vont nous permettre de prouver que cette
définition induit presque toujours des codes de Gray tels que deux éléments consécutifs de
la liste différent en au plus trois positions. Si £ est une liste, on note par prem(L) et der(L)
le premier et dernier élément de L.

Proposition 1.33. Soit T un ensemble régulier de motifs. La liste S,,(T') contient exacte-
ment une et une seule fois chaque permutations de S, (T). Le premier élément de la liste
est 123...(n — 1)n et le dernier est 2134...(n — 1)n.

Lemme 1.34. Soit T un ensemble réqulier de motifs. Soit o une permutation dans S, (T),
et soit r € {0,1} sa direction, alors deuzx permutations successives dans (o) différent en
au plus trois positions.

Lemme 1.35. Soit T un ensemble régulier de motifs. Soient o' et 4° deux permutations
orientées consécutives dans la liste S, (T). Alors d(o,7) = d(der(IL(c')), prem(I1(v"))).

Lemme 1.36. Soit T un ensemble régulier de motifs. Soient o° et v deux permutations
orientées consécutives dans la liste Sp(T'). Si les deur permutations o et v ont au moins
trois successeurs alors on a : d(o,7) = d(der(Il(c®)), prem(I1(y1))).

Lemme 1.37. Soit T un ensemble régulier de motifs. Soient 0¥ et 4! deuz permutations
orientées consécutives dans la liste Sp(T). Si les deur permutations o et v ont deuz suc-
cesseurs, on a : d(o,v) = d(der(Il(c?)), prem(IL(y1))).
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Lemme 1.38. Soit T un ensemble régulier de motifs. Soient o* et v' deux permutations
orientées consécutives dans la liste Sy (T) telles que 0 = v - (n — 1,n). Si 0 a au moins
trois fils et v a deux fils alors on a : d(der(Il(c")), prem(IT(y!))) = 3.

Lemme 1.39. Soit T un ensemble régulier de motifs. Soient o¥ et v' deux permutations
orientées consécutives dans la liste S, (T) telles que o et ~y différent en trois positions. Si
o a deux fils (resp. au moins trois fils) et v a au moins trois fils (resp. exactement deux
fils), alors on a : d(der(I1(c)), prem(I1(y1))) = 3.

Lemme 1.40. Soit T un ensemble régulier de motifs. Soient o et v deuz permutations
orientées consécutives dans la liste S,,(T) telles que o = v-(n—1,n). Si v a au moins trois
fils, alors on a : d(der(Il(c!)), prem(II(y1))) = 2. D’un autre coté, siy a deuz fils alors on
a : d(der(Il(c1)), prem(I1(y1))) = 3.

Remarquons alors que :

- si xr(i,k) = 2 pour tout i et k, alors la liste S,,(T) définie ci-dessus est un code de
Gray cyclique pour S, (T') tel que deux éléments consécutifs dans la liste différent sur deux
positions. En effet, il suffit d’appliquer les lemmes 1.34, 1.35, et 1.37.

- si xr(i,k) = 3 pour tout i et k, alors la liste S,,(T") définie ci-dessus est un code de Gray
cyclique pour S, (7). Deux éléments consécutifs dans la liste different sur au plus trois
positions. Il suffit d’appliquer les lemmes 1.34, 1.35, 1.36 et 1.40.

Dans la table .8, on donne plusieurs ensembles T' de motifs pour lesquels on peut ap-
pliquer notre construction dans le but d’obtenir des codes de Gray pour S, (T"). Notons que
cette construction nous permet d’obtenir des codes de Gray optimaux pour So,4+1(321) et
Son+1(312), n > 0 (voir la table 1.7). En effet, la différence entre le nombre de permutations
paires et impaires dans So,+1(321) (resp. S2n+1(312)) est au moins deux (voir [160]). Donc
nous ne pouvons pas avoir un code de Gray tel que deux permutations consécutives dif-
férent par une transposition. Puisque la différence entre le nombre de permutations paires
et impaires dans S5, (321) (resp. S2,(312)) est zéro, nous ne pouvons pas déduire 'optima-
lité de notre code de Gray pour So,(321) (resp. So2,(312)) ainsi que pour d’autres classes.
Le code de Gray pour S,,(321,312) est optimal et il correspond a celui trouvé dans [94] par
une autre méthode.

I.4 Conclusion - perspectives

Ce chapitre expose mes travaux concernant la génération exhaustive d’une classe d’ob-
jets combinatoires. La plupart des résultats obtenus étudient la génération de classes de
permutations particuliéres. Cependant, il reste plusieurs problémes ouvert dans ce domaine.
On peut se demander si les classes So,(321) et So,(312) admettent des codes de Gray tels
que deux permutations successives différent en au plus deux positions. On peut également
se poser la question de I’existence d’un code de Gray pour la classe de permutations ayant
un nombre donné de descentes ou de la classe des permutations ayant un nombre donné
d’excédances. Il reste donc encore de nombreuses classes de permutations & explorer. En-
fin, on peut aussi citer le probléme du ’middle level’ qui résiste encore a ’ensemble de la
communauté. Il s’agit de trouver un code de Gray de ’ensemble des mots binaires de taille
impaire 2n 4+ 1 ayant n ou n + 1 uns...
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TABLE 1.7 : Les codes de Gray optimaux pour S5(312) et S5(321). Deux éléments consé-
cutifs difféerent en au plus trois positions.

S5(312) S5 (321)
12345 32145 24315 | 12345 13245 23145
12354 32154 24351 | 12354 13254 23154
12543 32541 25431 | 15234 13524 23514
12453 32451 24531 | 51234 13452 23451
12435 32415 23541 | 12534 13425 23415
14325 43215 23451 | 12453 34125 24135
14352 43251 23415 | 12435 34152 24153
15432 45321 23154 | 41235 34512 24513
14532 54321 23145 | 41253 31452 21453
13542 43521 21435 | 45123 31425 21435
13452 34521 21453 | 41523 31524 21534
13425 35421 21543 | 14523 35124 25134
13254 34251 21354 | 14253 31254 21354
13245 34215 21345 | 14235 31245 21345
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TABLE I.8 : Classes de permutations évitant les motifs de 7" avec leur fonctions de succession
X1 (i, k). On donne aussi les différents lemmes utilisés pour la preuve du code de Gray. On compare
aussi les nombres maximum des différences de position entre deux permutations consécutives dans
[67] et dans notre code de Gray B. Un point dans la derniére colonne signifie qu’il n’y a pas de
code de Gray connu pour cette classe dans la littérature.

| Classes | T | x7(i, k) | Lemmes | [67],B ]
2" T [11] {321, 312} 2 1.34,1.35,1.37 3,2
(ﬁ‘;gian {312} i+1 1.34,1.35,1.36,1.38,1.40 5,3
{321} f" +1 zrf; 1 1.34,1.35,1.36,1.38,1.39,1.40 | 5,3
Indice pair .
Fibonacci {321, 3412} k+1l sii=1 1.34,1.35,1.37,1.38,1.40 5,3
[11] 2 sinon
{321,4123} f’ zrf; 1 1.34,1.35,1.36,1.37,1.38,1.40 | 5,3
{321,4321} 5 si=3&k=3 1.34,1.35,1.36,1.38,1.40 .3
7+ 1 sinon
Pell [11] {321,3412, 4123} ;’ Zinzoz 1 1.34,1.35,1.37,1.38,1.40 5,3
3 sit=2
{312, 4321, 3421} 5 dioon 1.34,1.35,1.37,1.38,1.40 .3
Schréder [85] {4321,4312} f +1 :inloj Loui=2 1.34,1.35,1.36,1.38,1.40 5,3
{4231, 4132} frll zrf; Loui=k 1.34,1.35,1.36,1.38,1.40 5,3
S
{4123, 4213} f:; Z;n’fm ISisk 1.34,1.35,1.36,1.38,1.40 5,3
o {4321, 4231, 4312, 4132} 3 sii=2 1.34,1.35,1.36,1.38,1.40 5,3
7 sinon
85]
{4231,4132, 4213, 4123} 3 sii=1 1.34,1.35,1.36,1.38,1.40 5,3
1+ 1 sinon
Motifs k+1 sii=1&k<p
généralisés {321, (p+1)12...p} D sit=1&k=0p 1.34,1.35,1.36,1.38,1.39,1.40 | 5,3
[11, 54] i sinon
Erl sii—1&k<p
{321,3412, (p+ 1)12...p} p sii=1&k=p 1.34,1.35,1.37,1.38,1.40 5,3
2 sinon
Motzkin k+1 sii=1
L pour p > 2, {321, . . )
généralisé - 7 si2<i<p 1.34,1.35,1.36,1.38,1.39,1.40 | -,3
[10] P+2)1(p+3)2...(p+ 1)} i1  sinon
. si k < pou
Sgﬂif;‘ze oy | Uresi{p+ D) kel ptizk+1 1.34,1.35,1.36,1.38,1.40 5,3
& i+p—1 sinon




Chapitre 11

Etude de structures énumérées par
les nombres de Catalan

II.1 Introduction

Un grand nombre de classes d’objets combinatoires sont énumérées par les nombres
de Catalan. C’est par exemple le cas, parmi d’autres, des suites de ballot, des arbres
binaires, mots ou chemins de Dyck, des tableaux de Young, des permutations triables avec
une pile, des bons parenthésages, des permutations évitant un motif de longueur trois,
triangulations,... Une liste de plus de soixante sortes de telles classes combinatoires sont
répertoriées par Stanley dans [164].

D’un point de vue de la théorie des ordres, il existe des ordres partiels sur les ensembles
de Catalan qui induisent une structure de treillis. Le plus connu est le treillis de Tamari
qui peut étre obtenu de facon équivalente de trois facons différentes. En effet, les recouvre-
ments correspondent aux transformations élémentaires dans trois classes de Catalan : une
'reparenthésisation’ (z(yz)) — ((xy)z) [79], une rotation sur les arbres binaires [132, 161],
et une bascule (flip en anglais) d’une diagonale dans les triangulations [88, 161]. Voir aussi
la référence [127|. Ensuite il y a le treillis des partitions non-croisées [103] : le treillis de
Kreweras. Deux partitions 7 et 7’ vérifient m < 7’ si chaque bloc de 7 est un sous-ensemble
d’un bloc de 7. Voir [68, 69, 137, 158] et de nombreuses autres références dans le survey
[159]. Il y a aussi le treillis de Stanley qui opére sur les chemins de Dyck [164]. Plus ré-
cemment, un lien entre les mots de Dyck, les partitions non-croisées et les permutations
évitant le motif 321 permet de définir une structure de treillis distributif sur ces ensembles
de Catalan [8, 75].

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, on présente deux nouvelles structures en treillis
sur des ensembles énumérés par les nombres de Catalan. La premiére consiste en un
treillis sur les mots de Dyck, ou de fagon équivalente sur les parenthésages bien formés; le
treillis "phagocyte" opére une mutation sur les parenthésages de la maniére suivante : un
sous-parenthésage w((---(())---)) est transformé en ((---((w))---)). La seconde exhibe
le treillis ’taille-greffe’ (en anglais, pruning-grafting) sur les arbres binaires dont la trans-
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formation élémentaire consiste a tailler une cerise pour ensuite la greffer sur la branche
immédiatement & gauche.

Dans la troisiéme partie de ce chapitre, on étudie la distance de rotation entre deux
arbres binaires. Le probléme de déterminer en temps polynomial la taille du plus petit
chemin entre deux arbres binaires situés dans le treillis de Tamari reste encore ouvert. On
fournit ici un algorithme d’approximation de cette distance en temps polynomial.

I1.2 Treillis de Catalan

I1.2.1 Le treillis ‘Phagocyte’

Soit D I’ensemble des mots de Dyck sur I’alphabet {(,)}. Il s’agit du langage généré par
la grammaire S — A|(9)]S9, i.e. 'ensemble des mots constitués des bons parenthésages.
Notons D,, 'ensemble des mots de Dyck avec n parenthéses ouvrantes et n fermantes. La
cardinalité de D,, est le n-iéme nombre de Catalan : card(D,) = (2n)!/(n!(n + 1)!). Les
parenthéses ouvrantes (resp. fermantes) de w € D,, sont numérotées de 1 & n en parcourant
w de la gauche vers la droite.

Une partition by/ba/--- /by de [1,n] = {1,2,--- ,n} en blocs b; est dite non-croisée s'il
n’existe pas quatre nombres p < ¢ < r < s tels que p,r € b; et ¢,s € bj avec ¢ # j. Donc
146/23/5 est une partition non-croisée de [1, 6] (ncp en abrégé) alors que 135/2/46 est croi-
sée. Notons NC), ’ensemble de tous les ncp de [1,n]. Nous avons card(NC,,) = card(D,,).
Une ncp sera écrite en listant les éléments dans chaque bloc en ordre croissant, et les
blocs en ordre coissant de leur minima. Il y a différentes facons de représenter une ncp.
Par exemple, dans une représentation linéaire, [1..n] apparait classiquement sur une droite
réelle et des éléments successifs dans un méme bloc sont joints par un arc dans le pre-
mier quadrant. Dans cette section, on utilisera la représentation canonique : soit une ncp
m € NC,, on définit la relation R, sur [1..n] par iR;j si et seulement si i est le plus petit
élément du bloc de 7 qui contient j (i < j). La représentation canonique de 7 est obtenue
en tracant le graphe orienté de R, sur le premier quadrant. Dans ces deux représentations,
la propriété 'non-croisée’ de la partition correspond au fait que les arcs ne s’intersectent
jamais.

Puisque card(D,,) = card(NC,,), il y a une bijection explicite entre D,, et NC,, [81, 82,
158, 159|. Soit une ncp m € NC), et sa représentation canonique; pour chaque élément
visité ¢ € [1,n] (pour 7 allant de 1 & n), on écrit r parenthéses ouvrantes (r > 0) si il y
a r arcs commencant en 4, puis on écrit une parenthése fermante puisqu’il y a toujours
exactement un seul arc finissant en 4. La figure I1.1 illustre cette bijection.

w = ((OONON)0)
Tw =149/23/57/6/3
cw =(1,2,2,1,5,6,5,8,1)

On note par 7w, la ncp correspondante au mot de Dyck w. Remarquons alors que le
nombre nbl(m,) de blocs de m, est égal au nombre d’occurrences de "()" dans w. Soit
w € Dy, on définit aussi le vecteur ¢, ou ¢ li] est le plus petit élément du bloc de m,, qui
contient ¢ (1 < i< n).
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SONNDONY O

FIGURE II.1 : La représentation canonique du mot de Dyck w € Dy

Dans la suite, la relation d’inclusion stricte (respectivement large) sera notée par le
symbole C (respectivement C).

Définition II.1. La transformation ’phagocyte’ — sur D,, est définie par w — w' si
ona:w=uv(™)u et w = ()", ot v est un mot de Dyck non-vide, n > 1 et

o u” e {(,)}*. On note == la cloture réflexive et transitive de —.

()]

1234
oF Wy W 99 Ty
(100 000 (000) 000 ()(()()) 00(0)
12/3/4 13/2/4 14/2/3 y/%

()()()()

1/2/3/4

FIGURE II.2 : Le treillis phagocyte Dy.

Lemme I1.2. Pour tout w,w’ € D, on a w — w' si et seulement si m,, et m, vérifient :
— un bloc de my est l'union de deuzx blocs by et by de m, ot min(b;) < min(by) et
by = [min(b2), max(be)] est un intervalle,
— chaque bloc de m,, différent de by et by est aussi un bloc de .

Proposition I1.3. (D, L) est un ensemble partiellement ordonné avec un zéro 0 =
O00...0 etunl=((...()...)); il est gradué par la fonction de rang r(w) = n — nbl(my).

Voir le diagramme de Dy dans la figure 17.2.

Théoréme I1.4. Pour tout w,w’ € D, on a w — w' si et seulement si les deuz condi-
tions suivantes sont vérifiées :
~ (C1) chaque bloc de m,, est inclu dans un bloc de m,y,
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— (C2) pour tous blocs by, by € Ty, b € my tels que by Uby C U et min(by) < min(by)
alors [min(be), max(be)] C ¥'.

Remarque : La condition (C1) est 'ordre bien connu sur les partitions [103, 159]. La condition
(C2) signifie que tout bloc ' € m, est fait d’un bloc b; € m, et d’'un ou plusieurs intervalles
disjoints [k, ] pour lesquels un bloc b; € m,, (j > i) existe tel que k = min(b;) et I = max(b;).

o

F1GURE I1.3 : Une transformation 'phagocyte’ w — wy ; m, = 19/23/45/678 et m,, =
19/23678 /45.

Théoréme I1.5. Pour tout n, 'ensemble partiellement ordonné (D, L) est un treullis.

Dans la proposition suivante, on énumeére les éléments max-irréductibles et min-irréductibles
de D,,. Rappelons que = € D,, est max-(resp. min)-irréductible si z = a Vb (resp. z = aAb)
implique © = a ou z = b. En d’autres termes, les éléments max-(resp. min)-irréductibles
sont ceux qui ont un unique prédécesseur (resp. successeur).

Proposition 11.6. Le nombre d’éléments maz-irréductibles dans le treillis 'phagocyte’ D,
est n(n —1)/2.

Proposition I1.7. Le nombre d’éléments min-irréductibles dans le treillis ‘phagocyte’ D,,
est 21 — 1.

En utilisant le théoréme I1.4, on donne ici deux algorithmes pour calculer le min wAw’
et le max w V w’ de deux mots de Dyck w,w’ € D,,.

Algorithm man :
for i :=1 to n do cypy[i] := 0 enddo
for i :=1 to n do
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if cypw[i] =0 then
if ¢,[i] <i or ¢y [i] < i then
Jo =13
for j:=1 to n do
if cynwi] = 0 and cylj] = cy[i] and ¢y [j] = cyr[i] then

Cwnw’ [.7] = jO H
else jo := j; endif
enddo

else

for j:=i ton do
if ¢,)[j] =i and ¢y [j] =i then
Conw'[j] =13 endif

enddo

endif

endif
enddo

La complexité en espace est O(n). La complexité en temps est O(n?).

On peut aussi définir un algorithme récursif pour calculer le max 7 LI 7’ de deux ncp
m et ' dans le treillis classique des partitions non-croisées. Donc on suppose que Cy
est déja calculé pour tout w,w’ € D,,. Supposons que ¢, et ¢, sont déterminés. Soit d,,
(respectivement d,) le vecteur défini par d,,[i] (respectivement d,[i]) comme étant le plus
grand élément du bloc de 7y, (respectivement ) qui contient i.

Algorithm max.
for i :=1 to n do
if cyvwr[i] = 0 then
for j:=1 to n do
if Cywliw’ [j] = Cylw’ [Z] then
Cwvw’ [.7] = Cylw’ [Z] 5
if ¢y [j] # cwli] then
for k:=j+1 to dy[j] do
Cwvw' [k] = ey [i] 3 enddo
endif
if ¢, [j] # cuwr[i] then
for k:=j+1 to dy[j] do
Cwvw' [k] := ¢y [i] 3 enddo
endif
endif
enddo
endif
enddo

Par exemple, si m,, = 149/23/57/6/8 et m,, = 147/23/56/89, les algorithmes donnent
Tone = 14/23/5/6/7/8/9 et Tuyw: = 1456789/23.
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En conclusion, nous avons défini une nouvelle structure sur les mots de Dyck (paren-
theésages).
La transformation v() — (v) définie dans [81] est un cas particulier de la transformation
‘phagocyte’. Cependant, ’ensemble partiellement ordonné obtenu par cette transformation
n’est pas un treillis. Il est toutefois semi-modulaire ce qui permet a Pallo et Germain de
calculer la distance du plus court chemin [117].
Il reste & examiner plusieurs problémes.
Est-ce qu’il existe un algorithme pour calculer la fonction de Mébius du treillis phagocyte’
comme dans [131]?
Des calculs expérimentaux montrent que le nombre de recouvrements cov(n) de D,, est
égal a 3(2n 4+ 2)!/((n + 1)!(n + 4)!) pour de petites valeurs de n (n < 6). Nous obtenons
les premiers termes de la suite A003517=]1,6,27,110,--- | trouvée dans Sloane Encyclo-
pedia [162]. Peut-on prouver que c’est bien cette suite ? Est-ce qu'il existe un algorithme
en temps polynomial pour calculer la distance minimale entre deux mots de Dyck dans
le treillis 'phagocyte’ [117]?7 Si oui, une nouvelle distance du plus court chemin pour-
rait étre obtenue et ajoutée aux distances déja existantes sur les ensembles de Catalan
[40, 81, 130, 124, 132, 128, 161].

I1.2.2 La transformation de taille-greffe

Dans ce paragraphe, on définit une nouvelle transformation sur les arbres binaires qui
peut étre caractérisée a 1’aide des suites de distribution. Cela induit une nouvelle structure
de treillis sur B,,.

Un arbre binaire avec une racine, ordonné, est un arbre non étiqueté dans lequel tous
les noeuds sont soit une feuille [] (i.e. un noeud sans fils) soit un noeud interne () ayant
deux fils. On note par B, 'ensemble des arbres binaires avec n noeuds internes (donc
avec n + 1 feuilles). Il est bien connu que card(B,,) = |By,| est égal au nombre de Catalan
(2,:) /(n+1). L’ensemble B des arbres binaires est récursivement défini par B = []+ (BB
en notation polonaise. Il est bien connu qu’une suite de n cercles et (n+1) carrés correspond
a la notation polonaise d’un arbre de B,, si et seulement si dans tout préfixe propre de
la suite, le nombre de cercles est plus grand ou égal au nombre de carrés, et le nombre
total de carrés de la suite est exactement le nombre total de cercles plus un. Soit T}, et
Tr les sous-arbres gauche et droit de T' € B,,. Alors on peut écrire T' = (OT;Tgr et on
définit 'abre miroir T = ()TRT},. Les feuilles de 'arbre T' sont numérotées en préordre
transversal (i.e. de la gauche vers la droite). La suite des profondeurs de T est la suite

d’entiers {p = (b7(1), 41 (2),...,lr(n+1)) ot £p(i) est le niveau de la i-ieme feuille, i.e. la
longueur de l'unique chemin entre la i-iéme feuille et la racine [147]. Soit aussi £ la suite
miroir £ = (ér(n+1),¢r(n),...,lr(1)) laquelle est aussi la suite des profondeurs de I'arbre

miroir T récursivement défini par T = QOTrT}, et [] = []. Par exemple, I'arbre défini en

notation polonaise par O[] O OO O 0O OO O OUMOLL a la suite des profondeurs
(1,3,4,5,5,4,4,3). Son miroir est O OO0 OO0 OOODOOOON et ala suite des
profondeurs (3,4, 4,5,5,4,3,1). Maintenant considérons une suite (a(1),a(2),...,a(n+1))
avec un entier k € [2,n + 1] tel que a(k — 1) = a(k) = g¢. Le processus qui consiste &
remplacer la paire (a(k — 1),a(k)) = (¢,q) par ¢ — 1 dans le but d’obtenir une nouvelle
suite (a(1),a(2),...,a(k—2),q—1,a(k+1),...,a(n+1)) est appelé une réduction. Ruskey
et Hu [147] donnent la condition nécessaire et suffisante pour qu’'une suite de taille (n + 1)
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représente un arbre binaire de B,. Une suite (a(1),a(2),...,a(n + 1)) est une suite des
profondeurs si et seulement si une série de n réductions de la gauche vers la droite produit
la suite 0.

De plus, la suite des profondeurs d’un arbre binaire obéit & ce qu’on appelle 'inéga-
lite de Kraft ([80], p. 45). Une condition nécessaire [99, p. 404, ex. 3] pour une suite

(a(1),a(2),...,a(n + 1)) pour étre une suite des profondeurs est que :
n+1
D 2l =1,
i=1

Lemme II.8. /99, p. 404, ex. 3] Soit by = (bp(1),07(2),...,lr(n + 1)) une suite des
profondeurs d’un arbre binaire T et soit T' un sous arbre de T tel que la racine de T' est
au niveaw k dans T. Si my < mo et (bp(my),br(my +1),...,lr(ma —1),lr(m2)) est la
sous-suite de L1 correspondant auz feuilles de T alors

f: 2~ fr() = o7k,

i=mq

La suite 277 = (2_€T(1),2_€T(2), ... ,Q_ZT("H)) est appelée la suite de densité de I'arbre
binaire (la somme de ses valeurs est un). Alors on lui associe sa suite de distribution comme
la suite croissante :

Ly = (2*@1‘(1)’ 9—tr(1) Q*KT(Z)’ ol ZZ: 27ZT(3'), ceey 1)
j=1

Dans la suite de ce paragraphe, les suites des profondeurs sont notées en minuscules (¢
par exemple) et les suites de distribution en majuscules (L). On suppose que < est ’ordre
habituel pour deux suites de tailles n, i.e. si ¢ = (¢(1),...,4(n+1)) et £/ = (¢'(1),..., ¢ (n+
1)), on dit que £ < ¢ si £(i) < ¢'(¢) pour tout i € [1,n + 1].

Définition I1.9. La transformation de taille-greffe — sur By, avec n > 2 est définie par
le recouvrement T — T’ s’il exviste k > 1, i1 € O{O, 0} et = € {O, O} tel que
T=n0O 0 e¢T = O 00O Or. Soit = la cloture réflezive et transitive
de — sur B,,.

La transformation de taille-greffe “taille” en remplacant une ’petite branche’ T} =
OO de T par une feuille et greffe cette petite branche 77 = Q][] a la place de la
feuille [] située juste avant 77 dans la notation polonaise de T. Voir la figure 11.4 par
exemple.

Proposition I1.10. Soient T,T" € By, et by, Ly leurs suites des profondeurs. Alors on a
T — T si et seulement s'il existe p > 1, ¢ > 2 et 2 <1 < n tels que

gT = (ET(l)ﬂgT(2)7 7€T(/i - 2) y P »q yq 7€T(2+2)7 7€T(n+ 1)) et
fT/ :(ET(l),fT(Q),...,gT(Z‘—Q) ,p-i—l ,p-i—l ,q—l ,fT(Z'—l-Q),...,gT(n-i-l)).
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O/O;Oh OE% A P
gééogog% - \ ;OEOQ %égom *;5??;%

ocoooooooooooond oooooooooonoodn [eloonlen[noln/enlenn]n] 0O00O000OO00O0OON  Polish notation
> > Ao
(3.3,4,4,4,4,2,2) —~(3,4,4,3,4,4,2,2 (3,4,4,3,4,5,5,1) (4,4,3,3,4,551) Feasible sequence

1/32.(4,8,10,12,14,16,24,32) _______1/32.(4,6,8,12,14,16,24,32) . 1/32.(4,6,8,12, 14, 15, 16, 32 1/32. (2, 4,8, 12, 14, 15, 16, 32) Distribution sequence

FIGURE II.4 : Trois transformations de taille-greffe dans By.

Corollaire I1.11. Soient T,T" € B,, et Lt, Ly leurs suites de distribution. Alors on
aT — T si et seulement s’il existe p > 1, ¢ > 2 et 2 < i < n tels que Ly =
(Lr(1), ..., Lp(i—2),Lp(i—2)+ 2P, Lp(i —2)+2P+2" 9 Lp(i +1),...,1) et

Ly = (Lp(1),...,Lp(i—2),Lp(i —2) + 2_(?""1), Lr(i—2)+27P Lp(i+1),...,1).

Définition I1.12. Soient T et T deuz arbres différents dans By,. Soit o1 € O{O, 0 }* le
plus long préfize commun de T et T' dans la notation polonaise. Supposons que

T =01000 0’ OO0 03
—

T

ou
- j 2 0,' et
- o9 est le mot vide ou oo € [J{O, [J}* et o2[] ne contient pas d’occurence de T =

OQgQ (ie.m=0OQO0O est loccurence la plus o gauche de O[] dans T aprés o1),
et

- 03 € {07 D}*

Alors on a nécessairement T = 010} avec o, € O{O, O}
On définit arbre U(T,T") € B, (U pour UP) tel que T — U(T,T") et

U(T,T") = o100 OO0 O’ Hos.
~

T

De plus, on pose U(T,T)=T.

Par exemple, si :

T =00googoonoodgnn

T =00Q0bpoougogoonod
alors o1 = OO OO 02 = OO, o3 = 00O et j = 1. On obtient U(T,T") =
ocoodpopooooongodon.

Lemme I1.13. Soient T et T’ deus arbres dans B, tels que leurs suites de distribution L
et Ly vérifient Ly > Ly, Alors U(T,T") existe et sa suite de distribution Ly 11y vérifie
Lt > LU(T,T’) > L.
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Définition I1.14. Soient T et T' deuz arbres différents dans B, avec n > 2. Soit o1 €
O{O, O} le plus long préfize commun en notation polonaise. Supposons que T' = o1[ oo
avec o9 € {O, [J}*. Alors on a nécessairement

T = 0105 OO0 O/ oy

T

ol
-720, et
- o est le mot vide ou oy € O{O, 0}* tel que ol ne contient pas d’occurrence de
=000 (i-e. T est Uoccurence de O[] la plus a gauche dans T' aprés o1), et
- Ué € {Ov D}*
On définit l’arbre D(T,T") € By, (D pour DOWN) tel que D(T,T") — T" et

D(T,T") = 01050 O/ OO0 0%.
~—

T

De plus, on pose D(T,T)=T.

Par exemple, si :

alors o1 = O O 00O, o4 = OO, o5 = OO0 et j = 1. On obtient D(T,T") =
oogooongoouogoud-

Lemme I1.15. Soient T et T' deuz arbres dans By, tels que leurs suites de distribution
Ly et Ly vérifient Ly > Ly. Alors D(T,T") existe et sa suite de distribution Lpr)
vérifie LT > LD(T,T’) > L.

Théoréme I1.16. Soient T et T' € B, Lt et Ly leur suites de distribution. Alors on a
T 5T si et seulement si Ly > L.

Théoréme IL.17. Pour tout n, lensemble partiellement ordonné (B, —) est un treillis.

Notons qu’il existe des relations entre les treillis de Catalan déja connus. En effet,
rappelons que si T' et T" sont deux éléments dans le treillis de Kreweras (partition non-
croisées) tels que T' < 77, alors on a T' < T dans le treillis de Tamari. Si T < 7’ dans le
treillis de Tamari, alors T' < T” est aussi vrai dans le treillis de Stanley. Si T'< 7" dans le
treillis 'phagocyte’ défini dans la section précédente [21], alors T < T” est aussi vrai dans
le treillis de Kreweras. L’ensemble des recouvrements du treillis ‘phagocyte’ est inclu dans
I’ensemble des recouvrements du treillis de Kreweras. Cependant, le treillis 'taille-greffe’ ne
semble pas avoir des relations similaires avec d’autres treillis. Voir les figures I1.5 et I1.6.

Le treillis (B, —) posséde un plus grand élément 1 et un plus petit élément 0 et leur
suites des profondeurs sont respectivement /1 = (n,n,n—1,...,2,1) et o = (1,2,...,n—
1,n,n). (Bp, =) est symétrique car T' = T" si et seulement si 7/ = T. Le treillis (B,,, —)
n’est pas modulaire puisqu’il contient des pentagones (voir les figures I1.5 et I1.6).
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#.%@ 116.(1,2,4,8,16) (44321)

n;;f‘ 1/16. (2,3, 4,8, 16) (34421

ﬁ 1/16.(2, 4,6, 8, 16) (33331)

1/16.. (4,5, 6,8, 16) (24431)

116.(2,4,8, 12, 16)

(33222 \\/ n}j&
1/16. (4,6,7,8, 16) (2344,1)

1/16. (4, 6,8, 12, 16) (23322

2
N
116. (4,8, 12,14, 16) Pf};’%/ Jg}

(22233) \/:% 1/16.(8,10,11,12,16)  (1,3,44,2)

E%})‘ 1/16. (8, 10, 12, 14, 16) (13333

% 1/16. (8, 12, 13, 14, 16) (1,24,43)

@-ﬁ% 116.(8,12,14,15,16)  (12344)

FIGURE IL.5 : Le treillis ’taille-greffe’ B4. Chaque arbre est codé par ses suite de profon-
deurs et de distribution.

1/16. (4, 8,10, 12, 16) (22332

1/16. (8,9, 10, 12, 16) (14432

Proposition IL.18. Soient T et T’ deuz arbres dans By, tels que T - T', alors
(i) U(T,T) - T,
(it) T — D(T,T"),
(¢it) le chemin T — D(T,T") «— D(T,D(T,T")) «— D(T,D(T,D(T,T"))) «— ... < T
est un plus long chemin entre T et T',
(w) le chemin T — U(T,T") - UU(T,T"),T") - UUWU(T,T"),T),T") = ... = T"
est un plus court chemin entre T et T".

Corollaire I1.19. Soit C le chemin défini par :
1+ D(0,1) «— D(0,D(0,1)) < D(0,D(0,D(0,1))) < ... < O.

T appartient o C si et seulement si T vérifie la condition (A) définie par : T a soit une
unique occurence de (O[][], soit deux occurrences de (Q[][] telles qu’il n'existe pas de
feuilles entre elles en notation polonaise de T. De plus, si T et T' appartiennent au chemin
C et vérifient T — T', alors T' est obtenu a partir de T par une transformation de taille-
greffe de l'occurence QO[] la plus a droite dans T .

Corollaire I1.20. Soit C' le chemin défini par :

0—-U(0,1)—-UU(0,1),1) - UUU(0,1),1),1) — ... — 1.
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1 (1,234,505 1/32.(16,24,28,31,31,32) 2. (23,3332 1/32.(8,12,16,20,24,32)
2. (1,235,5,4) 1/32.(16,24,28,29,30,32) 23 (3,3,233,2) 1/32.(4,8,16,20,24,32)
3 (124,444 1/32.(16,24,26,28,30,32) 24, (2,3,4,4,2,2) 1/32.(8,12,14,16,24,32)
4. (1,24,5573) 1/32.(16,24,26,27,28,32) 25 (23,4,55,1) 1/32.(8,12,14,15,16,32)
5 (1,33344) 1/32.(16,20,24,28,30,32) 2. (244,322 1/32.(8,10,12,16,24,32)
6. (1255473 1/32.(16,24,25,26,28,32) 27. (23,5,5,4,1) 1/32.(8,12,13,14,16,32)
7. (1,3,34,4,3) 1/32.(16,20,24,26,28,32) 28 (3,3,3322) 1/32.(4,8,12,16,24,32)
8 (222344 1/32.(8,16,24,28,30,32) 29, (2,4,4,4,4,1) 1/32.(8,10,12,14,16,32)
9. (2224473 1/32.(8,16,24,26,28,32) 30. (24,5531) 1/32.(8,10,11,12,16,32)
10. (1,3,4,4,3,3) 1/32.(16,20,22,24,28,32) 3L (33,344, 1/32.(4,8,12,14,16,32)
11 (1,3,4,552) 1/32.(16,20,22,23,24,32) 32 (2554,31) 1/32.(8,9,10,12,16,32)
12, (1,4,4,333) 1/32.(16,18,20,24,28,32) 33 (3,3,4,4,31) 1/32.(4,8,10,12,16,32)
13, (1,3,554,2) 1/32.(16,20,21,22,24,32) 34 (344,222 1/32.(4,6,8,16,24,32)
14, (1,4,4,4,4,2) 1/32.(16,18,20,22,24,32) 35 (4,4,3222) 1/32.(2,4,8,16,24,32)
15. (2,2,3,3,3,3) 1/32.(8,16,20,24,28,32) 6. (344,331 1/32.(4,6,8,12,16,32)
16. (1,4,55,3,2) 1/32.(16,18,19,20,24,32) 37. (3,4,5521) 1/32.(4,6,7,8,16,32)
17. (22,3,4,4,2) 1/32.(8,16,20,22,24,32) 3B (44,3331 1/32.(2,4,8,12,16,32)
18 (1,554,3,2) 1/32.(16,17,18,20,24,32) 39. (3,554,21) 1/32.(4,5,6,816,32)
19. (22,4,4,32) 1/32.(8,16,18,20,24,32) 0. (4,4,4,4,21) 1/32.(2,4,6,8,16,32)
20, (2332379 1/32.(8,12,16,24,28,32) 4. (4,55321) 1/32.(2,34,816,32)
21 (33,2233 1/32.(4,8,16,24,28,32) 2. (554,321 1/32.(1,2,4,816,32)

FIGURE 11.6 : Le treillis 'taille-greffe’ Bs. Chaque arbre est codé par ses suites des pro-
fondeurs et de distribution.

Si T — T est sur le chemin C' alors T' est obtenu a partir de T par la transformation de
taille-greffe la plus & gauche dans T'.

Remarque 1 Par le Corollaire 11.19, le plus long chemin entre 0 et 1 a une longueur de
2" — (n + 1). Ce sont les nombres Euleriens donnés par la suite A000295 dans [162]. Le
plus court chemin entre 0 et 1 a une longueur de (n — 1)2.

Maintenant nous montrons que les éléments max-(resp. min) irréductibles dans B,
sont énumeérés par les nombres Euleriens. Rappelons que x € By, est un élément max-(resp.
min)-irréductible si = a V b (resp. x = a A b) implique x = a ou x = b.

Théoréme I1.21. Le nombre d’éléments maz-(resp. min)-irréductibles dans le treillis "taille-
greffe’ (B, =) est donné par les nombres Euleriens 2" — (n + 1).

Théoréme I1.22. Le nombre cov(n) de recouvrements dans B,, est égal a (n2f1).

Une nouvelle structure a été définie sur les arbres binaires via une transformation
naturelle. La simplicité de la définition de la transformation de ’taille-greffe’ est en contraste
avec la difficulté de la preuve du théoréme qui caractérise cette transformation.

Des problémes doivent encore étre résolus.
Existe-t-il un algorithme efficace et non-récursif pour calculer la fonction de Mobius du
treillis 'taille-greffe’ des arbres binaires comme dans [131]? On conjecture que la fonction
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de Mobius prend ses valeurs dans {—1,0, +1}.

Est-ce qu’il existe un algorithme en temps polynomial calculant la longueur minimale d’un
chemin entre deux arbres binaires dans le treillis [117]? Si un tel algorithme existe, une
nouvelle distance de chemin le plus court serait obtenue et pourrait étre ajoutée dans le
catalogue des distances déja existantes sur les ensembles de Catalan [81, 130, 132, 128, 161].
Définissons la valuation v sur (B, —) par : v(T) est la longueur du plus long chemin entre
T et 1. On conjecture que v vérifie que pour tout T et 77, v(T)+v(T") < v(TVT")+v(TAT")
et T <T' = v(T) > v(T"). Si tel était le cas, alors d(T,T") = v(T) +v(T") — 2v(T' vV T")
serait une distance sur (B, —) [32, 41].

Guttmann, Krattenthaler et Viennot [86] énumérent les k-chaines dans les treillis de
Stanley. Kreweras [103] énumeére les k-chaines dans les treillis des partitions non-croisées.
Plus généralement, Chapoton prouve dans [47] que la suite A000260 de [162] énumeére le
nombre d’intervalles dans le treillis de Tamari, i.e. le nombre de paires (T,7T") telles que
T < T’ : voir aussi [82, p. 27]. Bernardi et Bonichon [34] construisent des bijections entre
I'ensemble des intervalles de ces treillis et certaines triangulations (realizers). On a obtenu
expérimentalement le nombre d’intervalles pour les treillis taille-greffe de petites tailles :

1,3,15,101, 818, 7486, 74648, 793005, 8843056, 102464586, ...

Cette suite n’apparait pas dans [162]. Est-il possible d’obtenir la fonction génératrice de
cette suite?

I1.3 Distance de rotation

Culik et Wood ont défini en 1982 la distance de rotation entre une paire d’arbres bi-

naires comme le nombre minimum de rotations nécessaires pour transformer 1’'un en 'autre
[59] (voir aussi la figure I1.7). Il existe une bijection explicite bien connue entre les arbres
binaires et les triangulations. Par conséquent, un systéme qui est isomorphe aux arbres
binaires munis de la rotation l’est aussi pour les triangulations des polygones convexes
munis de l'opération de bascule d’une diagonale (diagonal-flip en anglais). Une transfor-
mation qui bascule une diagonale est une opération qui convertit une triangulation en une
autre en supprimant une diagonale dans la triangulation et en ajoutant la diagonale qui
subdivise le quadrilatére restant dans le sens opposé (voir la figure I1.8). Alors la distance
de rotation des arbres binaires et la distance de bascule de diagonale des triangulations
sont équivalentes.
Un probleéme ouvert est la complexité du calcul de la distance de rotation entre deux arbres.
Lucas a présenté un algorithme en temps quadratique pour calculer la distance de rotation
entre les arbres binaires d’une forme donnée en [109]. Mais dans le cas général, il reste le
probléme ouvert de savoir si les distances peuvent étre calculées en temps polynomial.

Des bornes supérieures de ces distances ont été exhibées. Quelques auteurs approchent
le probléme en limitant la transformation élémentaire & une version plus restrictive de la
rotation [40, 55, 56, 53, 110, 128, 146]. Evidemment ces distances de rotation restreintes
majorent la distance de rotation usuelle. Une autre approche pour calculer une borne su-
périeure utilise 'opération de 'flexion’ sur les arbres binaires [132].

Dans [130], une borne inférieure assez large de la distance de rotation est obtenue.
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Rotation

Ly S

FI1GURE II.7 : La rotation sur les arbres binaires.

Dans cette section, on présente un algorithme polynomial pour calculer des bornes
inférieures et supérieures. Des calculs expérimentaux montrent que ces bornes sont assez
efficaces. Dans la suite de cette section, on exposera nos résultats en terme de triangulation
plutét que d’arbres binaires.

Considérons un n-gon, i.e. un polygone convexe avec n cotés et avec un coté que l'on
distingue en le mettant en haut horizontalement. On étiquéte les sommets de 0 & n — 1
dans le sens des aiguilles d’'une montre tel que les deux sommets en haut ont 0 et n — 1.
Chaque triangulation d’un n-gone a n — 2 triangles et n — 3 diagonales qui ne s’intersectent
pas. Soit 7, ’ensemble des triangulations d’un n-gon. Il y a une bijection explicite entre 7,,
et 'ensemble des arbres binaires avec n — 2 noeuds internes (et donc n — 1 feuilles) [161].
Voir la figure I1.8. Si T', S € 7,,, on note par dist(T,S) le nombre minimum de bascules de
diagonales nécessaires pour transformer T en S.

Le degré interne d;(T) d’un sommet ¢ de T' € 7,, est le nombre de diagonales incidentes &
i (0 < i <n-—1). Pour une paire (7, 5) de triangulations de 7, le degré ’composé’ cd; (T, S)
est le nombre total de diagonales incidentes au sommet ¢ pour les deux triangulations. Si
T,S € 7, ont une diagonale {7, j} en commun, on dit que {i,j} est une (2,2)-diagonale
si cd;(T,S) = cd;j(T,S) = 2. Soient deux triangulations de 7,,, une diagonale basculable
est une diagonale de la triangulation qui peut étre basculée en une diagonale apparten-
nant & l'autre triangulation [141]. Soient T',S € 7, on définit le type d’un sommet i par
type; (T, S) = (k : 1) ou k = d;(T) et | = d;(S).

Définition I1.23. (/161]) Soit T € T,, on définit la triangulation normalisée Nr(i,7)
(respectivement Ny.(i, 7)) en respectant la diagonale {i,j} comme suit :

(1) Nr(i,j) et Np(i,§) contiennent la diagonale {i,j}

(2) Nr(i,j) et Np(i,5) contiennent chaque diagonale de T qui ne croisent pas la diagonale
i)

(3) si T' contient une diagonale {a,b} qui croise la diagonale {i,j}, alors Nr(i,j) (respec-
tivement N.(i,7)) contient les diagonales {a,7} et {b,j} (respectivement {a,i} et {b,i}).

Définition I1.24. Dans le cas ot j = i+ 2 mod n, on dit que Np(i,i + 2) (respective-
ment lew(i,i + 2)) est la normalisation dans le sens contraire des aiguilles d’une montre
(respectivement sens des aiguilles d’une montre) en respectant le sommet i + 1 et on note
Nr(iyi+2) = Np(i + 1) (respectivement Ny (i,i +2) = Np(i +1)).
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T T'

FIGURE II.8 : Une bascule de diagonale dans 7g

Définition I1.25. Soit {i,j} une diagonale de T' € T, telle que d;(T) = d;(T) = 2. Alors
T peut étre doublement normalisée en respectant la diagonale {i,j} pour créer une nouvelle
triangulation Ny.(i,7) comme suit :

(1) on bascule dans T la diagonale {i,j}

(2) puis on bascule la diagonale adjacente au sommet i

(8) et on bascule la diagonale adjacente au sommet j.

Définition I1.26. Soit i un sommet de T' € T, tel que d;(T') = 3. On note {a,i}, {b,i}
et {c,i} les trois diagonales incidentes au sommet i avec les sommets a,b,c dans le sens
des aiguilles d’une montre. Alors T peut étre pseudo-normalisée en respectant le sommet i
pour créer une nouvelle triangulation Nr}"(i) comme suit : on bascule les deux diagonales
{a,i} et {c,i}, et on bascule la diagonale du milieu {b,i}.

Il est important de noter que chacune de ces normalisations crée au moins une diago-
nale de la forme {i — 1,7+ 1} mod n. Par la suite, les arétes {i — 1,4} et {i,7 + 1} seront
‘grignotées’ par l'algorithme exposé dans le paragraphe I1.3.5.

A

' ] N''' (0
N (2,5 N (2,5) NL (4, T) o

FIGURE II.9 : Quatre normalisations T € 7g
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Lemme I1.27. ([161]) Soient T, S € T, ; s’il est possible de basculer une diagonale de T
pour créer T1 tel que T a une diagonale de plus en commun avec S qu’elle n’a avec T,
alors il existe un plus court chemin de T o S dans lequel la premiére opération de bascule
cree T7.

Lemme II1.28. ([161]) Soit T, S € T, si T et S ont une diagonale en commun, alors un
plus court chemin de T a S ne bascule jamais cette diagonale.

Lemme I1.29. ([161]) Si T,S € T, ont une diagonale commune, cette diagonale partage
T (respectivement S) en deuz sous-triangulations T et T (respectivement S et S" ) de
telles sortes que T et S (et donc T" et SN) ont les mémes sommets. Alors on a l’égalité :
dist(T,S) = dist(T',S") + dist(T",8").

Lemme I1.30. Si T, S € 7, alors il existe un sommet i tel que cd;(T,5) < 3.

En vertu du lemme I1.30, on étudie par la suite les différents types de sommets qui
peuvent apparaitre, i.e. (2:0), (1:1), (3:0) et (2:1). Le cas (1 :0) est un cas particulier
du lemme I1.27.

Maintenant on suppose que les hypothéses des lemmes 11.27 et I1.28 ne sont pas vérifiées.

I1.3.1 Sommet de type (2 :0)

Lemme I1.31. Soient T, S € T, avec un sommet i tel que type;(T,S) = (2 : 0), il existe
un plus court chemin de T a S dans lequel les deux premiéres bascules créent soit Np(i)
ou soit N/T(z)

Théoréme I1.32. Soient T, S € T, avec un sommet i tel que type;(T,S) = (2 : 0), alors
on a:

dist(T, S) = min(dist(N7(i), S), dist(Ny (i), S)) + 2 et

dist(T, S) > max(dist(Nrp(i), S), dist(Nyp(i), ) + 1.

Théoréme I1.33. Soient T, S € 7, avec une (2,2)-diagonale {i,j} telle que dr(i) = 2,
ds(i) =0, dr(j) =2 etds(j) =0, on a :
dist(T, S) = dist(Ny(i,7), S) + 3.

I1.3.2 Sommet de type (1 :1)

Théoréme I1.34. Soient T, S € T, avec un sommet i tel que type;(T,S) = (1 : 1) alors

les inégalités suivantes sont vraies :
dist(Np(i), Ng(i)) + 1 < dist(T, S) < dist(Np(i), Ns(i)) + 2.

I1.3.3 Sommet de type (3 :0)

Théoréme I1.35. Soient T, S € 7, avec un sommet i tel que type;(T,S) = (3 : 0) alors
les inégalités suivantes sont vraies :

dist(Ny (i), S) +1 < dist(T, S) < dist(Ny. (i), S) + 3.
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I1.3.4 Sommet de type (2 :1)

Théoréme I1.36. Soient T, S € T, avec un sommet i tel que type;(T,S) = (2 : 1) alors
les inégalités sutvantes sont vraies :

dist(T, S) > max(dist(Nr(i), Ns(i)), dist(Np (i), Ng(i))) + 1

dist(T, S) < min(dist(Nz (i), Ns(i)), dist(Np(i), Ng(i))) + 3.

I1.3.5 Algorithme pour le calcul de bornes inférieure et supérieure

L’objectif de l'algorithme suivant est de ’grignoter’ les arétes (et par conséquent les
sommets) des deux triangulations en appliquant le lemme I1.27 et les théorémes I11.32,
11.33, 11.34, 11.35, 11.36. Il est nécessaire de vérifier au départ s’il existe une diagonale pou-
vant étre 'basculée’ directement. Dans ce cas, on fait cette bascule immédiatement. Dans
le cas contraire, I'existence des types (1 :0), (2:0), (1:1), (3:0) et (2:1) (dans cet
ordre) est alors vérifiée. En fait quelque soit l'ordre, I’algorithme est correct; on choisit
cependant cet ordre pour des raisons statistiques. Cela conduit statistiquement (et sur-
tout expérimentalement) & un plus petit nombre de bascules et donc fournit de meilleures
bornes de la distance de rotation.

Maintenant nous donnons un algorithme récursif (basé sur le lemme I1.30) pour trouver
des bornes inférieure et supérieure (dans notre algorithme low et up) pour la distance de
rotation entre deux triangulations T',S € 7, . Rappelons que T', S et donc aussi (i : j),
(7 : 9) jouent le méme role dans notre algorithme.

Algorithme (Calcul de low et up)
Soient T, S € 7,

procedure low-up(T,S,n)
sin > 3 alors
si T et S ont une diagonale en commun alors
T:= (Tl,TQ) ) S = (Sl,Sg) 5
ny := size(T1) = size(S1) ; na = size(Ty) = size(S2);
low-up(Ty,S1,11) ;
low-up(T3, S2,12) ;
else
si T et S vérifient le Lemma I1.27 alors
on bascule la diagonale dans T" ou dans S
low :=low+ L;up:=up+1
low-up(T, S,n);
sinon
si T et S ont un sommet ¢ de type (2 :0) alors
si T et S ont une (2,2)-diagonale {i,j} alors
T := Nj(i,7) ou S := Ng(i, j)
low :=low + 3;up :=up+3
low-up(7T, S,n — 2);
sinon
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T := Np(i) ou S := Ng(i)
low = low + 1;up := up + 2
low-up(T,S,n —1);
sinon
si T et S ont un sommet ¢ de type (1 :1) alors
T := Nr(i) et S := Ng(i)
low = low + 1;up := up + 2
low-up(T,S,n —1);
sinon
si T et S ont un sommet ¢ de type (3 :0) alors
T := Nj/'(i) ou S := Ng'(i)
low :=low+ L;up :=up+3
low-up(T,S,n —1);
sinon 7' et S ont un sommet 7 de type (2 :1)
T := Nr(i) et S := Ng(i)
low :=low + 1l;up = up + 3
low-up(7T, S,n —1);
fin low-up

Exemples :
Si (T, S) sont deux triangulations € 753 de Rogers ([141], p. 88), alors Ialgorithme précé-
dent fournit 20 < dist(T,S) < 29. La distance exacte de rotation est 21.
Si (T, S) sont les deux triangulations € 739 de Lucas (|110], p. 261), alors l’algorithme
fournit 17 < dist(T,S) < 25. La valeur exacte de la distance de rotation est 20.

Une applet Java pour calculer les bornes inférieures et supérieures est disponible sur le
site web : http ://www.u-bourgogne.fr/jl.baril/titi.html. Cette applet choisit la meilleure
borne entre les résultats obtenus ci-dessus et la borne donnée dans [132]. La compléxité en
temps est polynomiale : O(n?).

11.3.6 Reésultats expérimentaux

On présente ici quelques résultats exhaustifs et statistiques. Dans le premier tableau on
obtient des résultats exhaustifs pour n < 13 concernant le ratio des pairs (T, S) vérifiant
(up — low) < k avec k = 0,1,2,n/2. Dans le second tableau, on donne des résultats
probabilistes pour n € [14,100] en générant aléatoirement un grand nombre de paires
(T, S). On remarque que notre algorithme donne des bornes efficaces pour des grandes
valeurs de n : 99% des paires (7,S) ont des bornes inférieures et supérieures vérifiant
(up — low) < n/3.

Reésultats exhaustifs

| n — gons IE (6 |7 [8 [9 J10 [11 [12 |13 |
Up = Low 100(%) |96 |88 |78 |67 |57 |47 38 33
Up— Low <1 100 100199 199 |95 |90 |82 73 54
Up— Low < 2 100 100 | 100 | 100 | 100 | 99 |96 91 64
Up — Low <n/2 || 100 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 99,9 (99,9 | 99,9
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Résultats statistiques

| n— gons | 14 |15 |16 [17 |18 |20 [30 |50 |100 |
Up—Low <n/10 [ 81,5(%) |77 [75 [71 [69 [65 [59 [45 |39
Up — Low <n/5 [ 98 97 197 96 95 |95 [95 |94 [93

Up— Low <n/3 | 99,9 99,9199,9 99,9 99,8 99,8 (99,8 99,7 | 99,7
Up— Low <n/2 | 99,9 99,9]99,9199,9199,9]99,9 (99,9 99,9 | 99,9

1.4 Conclusion

Dans cette partie, nous avons exhibé deux nouvelles structures naturelles sur des en-
sembles de Catalan (parenthésages et arbres binaires). Il reste toutefois de nombreuses
questions concernant ces structures. Par exemple, peut-on trouver la longueur d’un plus
court chemin entre deux éléments de la structure en un temps polynomial 7 Cette question
reste encore un probléme ouvert pour le treillis de Tamari. Toutefois, nous avons réussi dans
la derniére section & obtenir un algorithme d’approximation pour la distance de rotation.

Il reste donc de nombreuses directions de recherche prometteuses concernant le treillis
de Tamari et ces deux nouvelles structures (phagocyte, taille-greffe)...



Chapitre 111

Motifs dans les permutations

I11.1 Introduction

Dans ce dernier chapitre, je présente des travaux de recherche concernant I’étude des

motifs dans les permutations. Il s’agit d’'un domaine trés abordé depuis ces dix derniéres
années. En effet, de nombreux travaux existent pour I’énumération de classes de permu-
tations & motifs exclus ainsi que pour la génération exhaustive des objets de telles classes
[3, 178, 163, 38, 48, 49, 45, 96, 113, 112].
La premiére partie traite d’'un probléme issu de la bioinformatique présenté en terme de
permutations. Une suite du géndme est alors modélisée par une permutation ol chaque va-
leur correspond & un geéne. On étudie alors ’évolution de la permutation identité lorsqu’on
lui applique plusieurs duplications en miroir avec une perte aléatoire de certains génes.
On caractérise alors les permutations obtenues aprés un nombre donné de duplications
et on obtient des algorithmes efficaces de construction d’un chemin de duplications entre
I’identité et une permutation donnée quelconque.

Dans la seconde partie, on répond a une question proposée par Atkinson et al. : la
cloture cyclique des permutations évitant le motif k(k — 1) ...321 a-t-elle une base finie ?.
L’étude de ce probléme nous donne une nouvelle classe d’objets combinatoires énumérée
par les nombres de Catalan. On donne enfin des résultats généraux concernant les clotures
cylindrique et torique.

I11.2 Duplication en miroir du génome

La duplication de génome consiste & copier une partie du génome et de I'insérer dans le
génome, suivi par une perte d’une copie de chaque géne dupliqué (voir [36, 52, 87, 105, 153]
pour une explication des différentes méthodes de duplication). D’un point de vue formel,
un génome de n geénes est représenté par une permutation de taille n. Dans un article
précédent, Chaudhuri et al. [50] étudient une variante appelée "tandem duplication-random
loss model’ : La partie dupliquée (de taille K') du génome est insérée immédiatement aprés
la partie originale, suivie par la procédure de perte. Ce modeéle est issu de la biologie
évolutionnaire ou il est appliqué au génome mitochondrial des vertébrés. On donne un
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exemple du processus de duplication de la permutation 123456 suivi par la procédure de
perte aléatoire.

123456~ 123456123456 ~1234 561 23 A5 f ~ 124635.

duplication procedure de perte

Ce modele de duplication sera appélée la W-duplication (W pour Whole). Chaudhuri et
al. introduisent une notion de distance entre deux génomes et ils fournissent un algorithme
pour la calculer efficacement dans certains cas. Bouvel et Rossin [43] ont aussi étudié ce
modeéle. Ils prouvent que la classe des permutations obtenues a partir de l’identité aprés p
étapes (la partie dupliquée est ici de longueur K') est aussi une classe de permutations a
motifs exclus. Plus particuliérement, dans le cas restreint d’une duplication totale (whole
duplication ou W-duplication pour abréger), ils obtiennent aprés p W-duplications, la classe
des permutations évitant toutes les permutations minimales ayant 2P descentes, minimale
dans le sens de la relation d’inclusion des motifs dans une permutation. De plus, ils cal-
culent le nombre nécessaire et suffisant d’étapes de duplications de largeur K pour obtenir
n’importe quelle permutation a partir de l'identité. Plus récemment, Bouvel et Pergola
[42] ont montré une caractérisation locale et simple et plusieurs propriétés sur l’ensemble
des permutations minimales avec 2P descentes. Récemment Mansour et Yan [115] ont aussi
donné propriétés sur les permutations minimales.

Dans cette section, on étudie la duplication totale en miroir ( whole mirror duplication-
random loss model ou (WM-duplication pour abréger) : C’est le méme processus que pour
la W-duplication sauf que ’on copie le miroir de la portion originale. Ce modéle apparait
couramment dans les génomes eubactériens dans la plupart des chromosomes [51, 121]. La
figure IIL.1 illustre une WM-duplication pour la permutation o = 5421673 :

5421673 ~54216733761245~542 167 337 612 A B~ 5463712.

N oW o ot N

N oW o ot N

N W R ot N

17234567 1234567654321 1234567

c0=5421673 WDM-duplication o'=5463712

FiGure 111.1 : Une WM-duplication de la permutation 5421673. Les points encerclés
sont supprimés lors de la procédure de perte.

Soit &,, ’ensemble des suites s de taille n , s = s183...8,, formées d’entiers posi-
tifs. Le miroir de s est § = sp8p—1...51. Une sous-suite de s est s;,S;,...S;, pour
1 <i1 <ig < ... < iy < n. Une sous-suite est appélée une sous-chaine lorsque 'en-
semble {i;, 1 < j < m} est un intervalle, i.e. lorsque la sous-suite est formée d’éléments
consécutifs de s. Une montée (resp. une descente) de s est une position ¢ (1 <i<n—1)
avec s; < S;+1 (resp. s; > s;+1). Un parcours montant (resp. un parcours descendant) de
s est une sous-chaine (de longueur au moins un) dans laquelle les éléments sont en ordre
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croissant (resp. ordre décroissant). Plus généralement, un parcours montant (ou parcours
descendant) est dit mazimal lorsqu’il ne peut pas étre étendu en un plus long parcours
montant (resp. parcours descendant) dans la suite. Voir Rodney et Wilf [46] pour des ré-
sultats concernant ’énumération des permutations qui ont un nombre donné de parcours
montant et descendant. Par exemple, si s = 5467312 alors la position 4 est une descente, la
sous-chaine 46 est un parcours montant, et 467 est un parcours montant maximal. Notons
que 5 est aussi un parcours montant maximal. Une vallée de s est une sous-chaine qui est
un parcours descendant suivi d’un parcours montant 1'un des deux ayant une longueur au
moins deux, i.e. une sous-chaine sgsgy1...57, 1 < k < £ < n telle qu'il existe j (k < j < {)
vérifiant s > sp41 > ... > sj et s; < 5541 < ... < s4. Une vallée est mazimale si la
sous-chaine est maximale pour cette propriété. Dans ’exemple ci-dessus, les sous-chaines
5467 et 7312 sont les seules vallées maximales de s. On note par val(s) le nombre de vallées
maximales dans s, i.e. la cardinalité de '’ensemble {j,s; < min{s;_1,s;41}}. Une formule
récursive énumérant les permutations avec un nombre donné de vallées peut étre trouvée
dans [139].

D’un autre coté, une suite s de taille n est une permutation lorsque chaque s; est un
élément différent dans 'ensemble [n] = {1,2,...,n}. Dans la suite, les permutations seront
notées par des lettres grecques : o, w, 7,... Soit S, ’ensemble de toutes les permutations
de taille n (n > 1). En relation avec les définitions précédentes, toute permutation o
contient au plus L"Tflj vallées. Une permutation o € S, sera dite alternantes si o1 >
o9 < 03 > 04 < 05 > ... Dans la littérature [33], les permutations alternantes sont aussi
appelées down-up et sont énumérées par les nombres d’Euler (A000111 [162]). Par exemple,
la permutation 324165 est alternante. Notons qu’une permutation alternante de taille n
contient exactement L”Tflj vallées.

On rappelle ici la définition d’un motif dans une permutation. Une permutation 7 de
taille k, k < n, est un motif (pattern en anglais) de la permutation o € S, s’il existe une
sous-suite de o qui est isomorphe & 7 en conservant l'ordre des éléments; i.e., s’il y a une
sous-suite 0;, 04, ...0;, de o (avec 1 < iy < iy < ... < i < n) telle que oy, < 0y, lorsque
mp < Tm. On écrit m < o pour noter que 7 est un motif de 0. Une permutation o qui ne
contient pas un motif 7 est dite qui évite m. par exemple, 0 = 1423 contient les motifs
132, 312 et 123 ; mais o évite le motif 321. La classe de toutes les permutations évitant

les motifs 71,79, ..., T est notée S(mwy, 7o, ..., k), et Sp(m1,mo,..., k) est Pensemble
des permutations de taille n évitant m,ms,... et ;. On dit aussi que S(my,mo,. .., 7k)
est une classe de permutations a motifs exclus de base {71, m2,...,m}. Une classe C de

permutations est stable pour < si, pour ¢ € C, pour m < o, alors on a aussi # € C. On
donne maintenant une remarque cruciale pour la suite de notre étude.

Remarque : Si une classe C de permutations est stable pour < alors C est aussi une classe de
permutations a motifs exclus possédant la base B = {o ¢ C,V7 < 0 avec w # 0,7 € C}.
<

Dans le prochain paragraphe, on prouve que la classe des permutations obtenues & partir
de l'identité aprés un nombre donné p de WM-duplications est la classe des permutations
avec au plus 2P~ —1 vallées. C’est aussi la classe des permutations évitant les permutations
alternantes de taille 2P 4- 1. De plus, on obtient la longueur du plus court chemin entre une
permutation et 'identité. Ensuite dans le paragraphe suivant, on fournit deux algorithmes
(d’une complexité polynomiale) permettant de reconstruire un plus court chemin entre
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I’identité et une permutation quelconque. Le premier trouve le chemin en reculant, c’est
a dire en partant de la permutation et en allant vers l'identité. Le deuxiéme utilise un
algorithme efficace pour générer le code de Gray binaire réfléchi [37, 84] et reconstruit le
chemin en partant de l’identité et en allant vers la permutation. Dans la derniére partie,
on donne des résultats pour d’autres modeéles de duplications mélangeant les W- et les
WDM-duplications et découlant de notre étude.

II1.2.1 Permutations & motifs exclus et le modéle de WM-duplication

Nous étudions ici le modéle de WM-duplication en terme de permutations & motifs
exclus. Nous établissons que la classe C(p) obtenue a partir de l'identité aprés p WM-
duplications est exactement la classe des permutations évitant toutes les permutations
alternantes de taille 27 4 1.

Lemme III.1. Soit o et m deux permutations différentes telles que m < o. Alors o contient
au moins autant de vallées que .

Lemme II1.2. Une permutation obtenue a partir de ['identité aprés un nombre donné p
de WM-duplications contient au plus 2°~1 — 1 vallées.

Théoréme II1.3. La classe C(p) des permutations obtenues a partir de l’identité aprés un
nombre donné p de WM-duplications est la classe des permutations avec au plus 2P~ — 1
vallées.

Preuve : En considérant le lemme II1.2, il suffit de prouver que chaque permutation o avec
au plus 2P~! — 1 vallées peut étre obtenue & partir de I'identité apres p WM-duplications.
On proceéde par récurrence sur p. En effet, soit o une permutation avec k vallées telle que
2772 _ 1 < k < 2271 — 1. Alors ¢ peut s’écrire ¢ = 77/ ot T correspond au plus long
préfixe de o contenant exactement 2P~2 — 1 vallées et 7/ le suffixe restant. On décompose la
permutation 7 = ujdiusds . .. ugdy, o u; et d; sont respectivement des parcours montant
et parcours descendant définis comme suit : u; est le premier parcours montant maximal
sans prendre sa plus grande valeur ; d; le parcours descendant juste apreés u; ; us le parcours
montant juste aprés d; sans prendre sa plus grande valeur, ainsi de suite... Notons que u;
peut étre vide ce qui ne peut pas se produire pour dy. Par exemple, 7 = 5421673 a la
décomposition : uy est vide, dy = 5421, uy = 6 et dy = 73. Soit aussi 7/ = ugy1dpyq - . . updy
la décomposition similaire pour 7/. Maintenant appliquons le processus suivant : on classe en
ordre décroissant les valeurs apparaissant dans dy ou uq afin de créer un parcours descendant
Dy ; on classe en ordre croissant les valeurs situées dans uy ou dyy1 afin de créer un parcours
montant Uy ; on construit alors la suite S = UpD,. On classe dans une suite décroissante
Dy_1 les valeurs situées dans dy_1 ou ugio, et ainsi de suite. A chaque étape j, on insére
les suite obtenues U; et D; au début de S. La permutation S = ... Uy_1Dy_1U;D, obtenue
a la fin du processus contient au plus 2P~2 — 1 vallées. Voir figure II1.2 pour un exemple
de construction de S. Donc, par récurrence S peut étre obtenue & partir de l'identité apreés
(p — 1) WM-duplications. Par construction, o est atteint avec une WM-duplication de S
ce qui signifie que o peut étre construite a partir de 'identité avec p WM-duplications.

Notons que la permutation o a été décomposée en une partition de parcours montant
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=
(=
=
(=

N W s ot O
N W R Ot N 00 QO

172’3456 7891011 123456 78 91011

0=1165103981742 S=2471165189103

F1GURE III.2 : Décomposition 0 = 77/ et la permutation S obtenue aprés le processus de
la preuve du Tthéoreme I11.3. Ona7=1165103,7 =98 174 2, uy est vide, d; = 11 6 5,
ug est vide, dog = 10 3, ug est vide, d3 = 9 8 1, uy est vide, dg = 7 4 2 et, Dy = 10 3,
U,=189;D,=1165;U;=247.Donc S=U;D1UsDy=2471165189 10 3.

et parcours descendant, u; et d;. On utilisera cette décomposition pour l’algorithme de
reconstruction d’un plus court chemin entre l'identité et o.

Corollaire II1.4. Soit o une permutation et val(o) le nombre de ses wvallées. Dans le
modéle de WM-duplication, [loga(val(c) + 1)] + 1 étapes sont nécessaires et suffisantes
pour obtenir o a partir de ['identité.

On fournira par la suite deux algorithmes permettant de reconstituer un chemin entre
I'identité et une permutation.

Théoréme IIL.5. La classe C(p) des permutations obtenues aprés un nombre donné p de
WM-duplications est la classe des permutations évitant les permutations alternantes de
taille 2P + 1.

Par exemple, C(1) = S(213,312) et C(2) = S(21435, 31425, 41325, 32415, 42315, 21534,
31524,51324, 32514, 52314, 41523, 51423, 42513, 52413, 43512, 53412).

On obtient aussi le résultat plus général (voir théoréeme II1.6) pour la classe des permu-
tations ayant au plus p vallées. Notons, avec [139, 95, 97|, une fonction génératrice bivariée
pour cette classe est :

1 1 1
1—(1 —— 4+ =y —1-tan(x\/y — 1 + arctan(
) Yy ¥y

1
y—1

));

ou y est la variable dédiée au nombre maximal de vallées dans la permutation et = est
dédiée a la longueur de la permutation.

Théoréme II1.6. La classe des permutations ayant au plus p vallées est la classe des
permutations évitant les permutations alternantes de taille 2p + 3.
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II1.2.2 Considérations algorithmiques

On présente ici deux algorithmes pour reconstituer un scenario possible de WM-duplications
pour une permutation ¢ € S, : le premier construit un plus court chemin entre I'identité
et o en reculant de o vers l'identité; le deuxiéme algorithme donne une construction du
chemin de l'identité vers o en utilisant le code de Gray binaire réfléchi [84] et en parcou-
rant le chemin de l'identité vers o. On discute aussi de leur complexité. Notons que si ’on
applique o~ ! & chaque élément du chemin on obtient naturellement un plus court chemin
de WM-duplications entre o~! et I'identité.

I11.2.2.1 Un chemin de 12...n vers o € S,, obtenu en reculant & partir de o

On explique ici comment on peut établir un algorithme pour construire un scenario de

WDM-duplications de l'identité vers o € S,,. L’algorithme reconstituera ce chemin en recu-
lant & partir de . On partitionne la permutation o comme suit : ¢ = ujdiuads . . . ugpdy ol
u] = 01 ...05, est le parcours montant maximal contenant la premiére entrée oy ; dy est le
parcours descendant maximal contenant oy, ; di est le parcours descendant maximal conte-
nant 0y, 41 ; Ui est le parcours montant maximal juste avant dy, ¢.e. la valeur juste avant dj
dans o appartient a wug ; on continue le processus en alternant les parcours montant et les
parcours descendant jusqu’a ce que la permutation o soit entiérement partitionnée. Atten-
tion, cette décomposition n’est pas la méme que celle utilisée dans la preuve du théoréme
I11.3.
Pour i de 1 4 ¢ = L%J , on définit par U; (resp. D;) le classement en ordre croissant
(resp. décroissant) de u; et dx_; 1 (resp. d; et ug_;11). Soit @ = Uy D1Us Dy ... UpDy la
concaténation de toutes les sous-chaines classées U; et D; ou Dy peut étre vide. Alors 7
contient au plus (¢ — 1) = L%J -1= L%J -1= L%J vallées. Cette étape
demande O(n) calculs puisqu’on peut simultanément détecter et classer les parcours mon-
tant et les parcours descendant. En itérant ce processus avec cette nouvelle permutation
m, le Corollaire I11.4 nous garantit que la procédure BackPath (voir Algorithm 1) construit
un chemin de l'identité vers o en ([logz(val(o) +1)] +1)O(n), i.e. O(n -loga(n)) dans le
pire des cas. Par exemple, ce processus appliqué a la permutation o = 5421673 donne le
chemin o « 3576421 « 1234567 (les parcours montant sont en gras).

procedure BackPath
while ¢ # 12...n do
- T < emply
- Soit 0 = uidyuads . .. updy la partition en parcours montant et descendant
for i — 1 to L%J do
- Classer en order croissant u; et dx_;11 et ajouter le résultat sur la droite de 7
- Classer en ordre décroissant d; et up_;11 et ajouter le résultat sur la droite de 7
end for
-0 +—T
end while

Algorithm 1: La procédure BackPath fournissant un scenario de WM-duplications de
I'identité vers o € S,,.
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I11.2.2.2 Un chemin de WM-duplications de 12...n vers ¢ € S,

Ici on construit un chemin de WM-duplications & partir de 12...n vers la permutation
o € S,. Contrairement & l'algorithme précédent, ici le chemin est construit directement
en commencant avec l’identité et en allant vers la permutation o. On décompose la per-
mutation ¢ = ujdiusds ... urd; en parcours montant et descendant de la méme maniére
que pour la preuve du théoréme II1.3. On rappelle cette décomposition : u; et d; sont res-
pectivement parcours montant descendant définis comme suit : w1 est le premier parcours
montant sauf sa plus grande valeur; d; le parcours descendant juste aprés uj ; us le par-
cours montant juste aprés d; sauf sa plus grande valeur, ainsi de suite... Notons que u; peut
étre vide : une telle décomposition est donnée en exemple dans la preuve du théoréeme II1.3.

On étiquéte maintenant chaque parcours (montant et descendant) de la décomposition
avec le code de Gray binaire réflechi [84| : on peut le faire en utilisant un algorithme
loopless introduit par Bitner, Ehrlich, et Reingold [37]. Par exemple, la figure II1.3 montre
un tel étiquetage. La structure du code de Gray binaire réfléchi B,, est cruciale : B, =
0-B,_1U1- B,_1 initialisé par By = {0,1} ou B, est la liste B,, considérée en ordre
inverse. Supposons que ¢ = uidy ... ugdpthp41de41 - - - urdi o0l tous les parcours de u; & dy
ont une étiquette avec le dernier bit 0, et les autres parcours ont 1 comme dernier bit.
En accord avec la preuve du théoréme II1.3, on reconstitue la permutation ci-dessus 7 de
o en concaténant (sur la gauche) le classement en ordre décroissant D, de dy et upyq, le
classement en ordre croissant U, de uy et dg41, ainsi de suite...

A contrario, a I'étape j de notre algorithme on fait une WM-duplication de 7 en : (7)
conservant dans la premiére copie de 7 les éléments étiquetés 0 sur le jiéme bit significatif,
et, (7i) en conservant dans le miroir les éléments étiquetés 1 sur le jiéme bit significatif
(voir la figure II1.3 pour un exemple). Cette étape demande seulement O(n) calculs.

En itérant ce processus, le Corollaire II1.4 nous garantit que la procédure Path (voir
Algorithm 2) construit un chemin de lidentité a o en ([loga(val(o) +1)] 4+ 1)O(n), i.e.
O(n -loga(n)) dans le pire des cas.

procedure Path

-mr=12...n

- Partitionner ¢ = ujdjuads . .. updy en parcours montant et descendant

- Etiqueter les parcours montant et descendant avec le code de Gray réfléchi (loopless

algorithm [37])

for j =1 to 1+ |log2(k—1)] do
- Faire une WM-duplication sur 7 qui conserve dans la premiére copie de m exactement
les éléments étiquetés O sur le jiéme bit.

end for

Algorithm 2: La procédure Path donnant un scénario de WM-duplications de 12...n
vers o € Sp,.

Une Applet Java pour ce dernier algorithme est donnée sur le site internet http ://www.u-
bourgogne.fr/jl.baril
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000 001 011 010 110 111
2 2 2

231684597

123456789 — 245897631 — 231679854 — 231684597

FIGURE IIL.3 : Etiquetage des parcours montant et descendant de o = 231684597 avec le
code de Gray réfléchi. Exemple de chemin de WM-duplications a partir de I’identité vers
.

II1.2.3 Autres modéles de duplication

Ici, on explore deux variantes du modeéle de WM-duplication : 1) on fait une WM-
duplication de l'identité suivi par plusieurs W-duplications et, 2) on fait une WM- et/ou
W-duplication de I'identité suivi par plusieurs W-duplications. Pour ces deux cas on fournit
une caractérisation de la classe des permutations obtenues aprés p duplications.

II1.2.3.1 Une WM-duplication suivie par plusieurs W-duplications

On a vu auparavant qu’une WM-duplication de I'identité donne la classe des permuta-
tions ne contenant pas de vallée. Donc, on obtient par récurence que la classe des permu-
tations obtenues aprés une WM-duplication de identité suivie par (p — 1) W-duplications
est la classe des permutations avec au plus 2P~! —1 vallées. On déduit le théoréme suivant :

Théoréme II1.7. La classe des permutations obtenues aprés une WM-duplication de 'iden-
tité suivie par (p—1) W-duplications est la classe des permutations évitant les permutations
alternantes de longueur 2P + 1.

I1I1.2.3.2 Une W- ou WM-duplication suivie par plusieurs W-duplications

Ici, on fait une W- ou WM-duplication de I'identité suivie par plusieurs W-duplications.

Théoréme IIL.8. La classe des permutations obtenues aprés une W- ou WM-duplication
de lidentité suivie par p W-duplications est 'union de deuz classes : (i) la classe des
permutations ayant aw plus 2P — 1 wvallées et, (ii) la classe des permutations ayant au plus
2P+l _ 1 descentes.

Corollaire II1.9. La classe C'(p) des permutations obtenues aprés une W- ou WM-duplication
de lidentité suivie par p W-duplications est la classe des permutations évitant les permu-
tations de taille 3 - 2P + 1 ayant evactement 2P vallées et 2PT! descentes.

Par exemple, C'(0) = S(4132, 3142, 4312, 3241, 3214, 4231, 4213, 2143) ; on a calculé ex-
périmentalement la cardinalité de la base de C'(1), qui est 720. On déduit alors le résultat
plus général :

Corollaire II1.10. La classe des permutations ayant au plus p vallées et au plus 2p + 1
descentes est la classe des permutations évitant les permutations de taille 3p + 4 et ayant
exactement p + 1 vallées et 2p 4+ 2 descentes.
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Notons que I'ensemble des permutations de taille 3p + 4 ayant exactement p 4+ 1 val-
lées et 2p + 2 descentes est aussi I’ensemble des permutations de méme taille, avec le
méme nombre de vallées et ol chaque montée est immédiatement précédée par une des-
cente (ce qui définit une vallée). Cet ensemble a été étudié par Shapiro et al. [157] (voir
aussi la suite A101280 dans [162]). En effet, ils énumeérent les permutations de taille n
ayant k 'peaks’ et avec la propriété supplémentaire que chaque montée est immédiate-
ment suivie par une descente. Donc, la cardinalité de notre ensemble est obtenue quand
n=3p+4et k=p+ 1. Par exemple, les premiéres cardinalités pour p = 0,1, 2, 3,4 sont
8,720,230144, 179266560, 277662253056.

I11.2.4 Future direction de recherche

Beaucoup de problémes relatifs restent ouverts. Par exemple, soit o1 et o9 deux per-
mutations dans S,. Peut-on exhiber un algorithme efficace pour calculer la permutation
7 qui minimise la somme d(7,01) + d(m,02) ot d(m, o) est le nombre minimum de WM-
duplications nécessaires pour transformer m en o 7 Peut-on caractériser la classe de per-
mutations & motifs exclus correspondante aux permutations obtenues a partir de I'identité
aprés une W-duplication suivie par p WM-duplications ? Peut-on obtenir des résultats si-
milaires pour la duplication miroir partielle (non totale) ? Peut-on faire un travail similaire
lorsque ’on permet de faire & chaque étape une W ou WM duplication ?

IT1.3 Cloture cyclique de S(k(k —1)...21)

Rappelons quelques notations utiles pour la suite de ce paragraphe. Soit S (respec-
tivement S,,) la classe des permutations (respectivement permutations de taille n). On
a S = Un>0 S,. Comme nous l’avons fait depuis le début de ce mémoire, on repré-
sente les permutations en notation linéaire, i.e. si 71,%9,...,%, sont n valeurs distinctes
dans [n] = {1,2,...,n}, on note la permutation ¢ € S, par la suite i; iz ... iy si
o(k) =ix pour 1 < k < n. Par exemple, la permutation identité de taille n, Id,, sera écrite
12 ... n. Un segment d'une permutation o est une sous-suite de la forme ;041 ...0;-10;
ou 0j0jy1...0,01...0;_10; avec 1 < i < j < n. La cardinalité (ou longueur) d’'un seg-
ment W sera notée |W|. Une permutation o = oy02...0, € S, contient le motif m € Sy,
k = 2, si et seulement g’il existe une suite d’indices 1 < 11 < @90 < ... < i < n telle que
o(i1)o(i2)...o(ix) est ordonnée comme 7. On écrit # < o pour dire que 7 est un motif
de 0. Une permutation ¢ qui ne contient pas m comme motif est dite qui évite w. Soit
B un ensemble de permutations. On denote par S, (B) (respectivement S(B)) l’ensemble
(respectivement la classe) des permutations dans S, (respectivement S) évitant tous les
motifs 7 € B. Par exemple, 25314 ¢ S5(123) mais 43152 € S5(123). Voir par exemple
[39, 160|. Dans la suite, une sous-suite d’'une permutation ¢ ordonnée suivant le motif
Dy, = k(k — 1)...21 sera appelée un Dy-motif de 0. Une classe C de permutations est
fermée (or stable) pour la relation < si, pour tout o € C, pour tout m < o, alors on a aussi
7w € C. Une telle classe peut toujours étre définie par une classe de permutations S(B)
évitant des motifs. Dans le cas ou B est minimale (relativement & la relation <), B est
dite une base.

Soit o = 0103 ...0, une permutation dans S,. On définit deux bijections r (rotation
cyclique) et ¢ (rotation cylindrique) sur S,, de la maniére suivante : 7(0) = 06,0109 ...0,-1
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et £(o) = (01 mod (n)+1)(cy mod (n)+1)... (o, mod (n)+1). Par soucis de simpliciteé,
on dira qu'une permutation ¢’ € S, est une rotation cyclique (resp. rotation cylindrique)
d’une permutation o € S, si o/ = r¥(c) (resp. o/ = £*(c)) pour un entier k € [1..n]. Par
exemple, 231 et 312 sont toutes les deux des rotations cycliques de 123 € S3; 213 et 132
sont elles des rotations cylindrique de 321 € Ss. La cloture cyclique cc(C) (resp. cloture
cylindrique cf(C)) d’une classe C est la classe des permutations qui peuvent étre obtenues
par une rotation cyclique (resp. rotation cylindrique) d’une permutation de C. Enfin, la
cloture torique tr(C) de C est définie par cc(cf(C)) qui est aussi égal a cl(cc(C)).

De nombreuses études ont été faites sur les clotures de classes de permutations : énumé-
ration des permutations d’une longueur donnée dans la classe; caractérisation de la base
associée a la classe; et récemment leurs liens avec les classes fermées relativement a la
rotation cyclique. Rappelons maintenant les principaux résultats obtenus par Albert et al.
(Voir [2]).

Soit C la classe S(B) ou B est un ensemble de motifs. Nous savons que cc(C) est une
classe a motifs exclus ou sa base est I’ensemble des permutations qui sont minimales et qui
n’appartiennent pas a cc(C). Une permutation est minimale relativement & ’ensemble de
motif B lorsque la permutation contient au moins un motif de B et que tout motif propre
a la permutation exclut tous les motifs de B. Soit ¢ une permutation dans C et 8 un motif
de o (relativement & B). Le segment témoin W (6) de 0 est le segment de o (considéré
circulairement) commengant par la valeur juste aprés la derniére de 6 et finissant par la
premiére valeur de 6 dans o. Albert et al. donne une condition nécessaire et suffisante pour
que o appartienne (ou pas) a la cloture cyclique de C.

Lemme IIL.11. /2] 0 ¢ cc(C) si et seulement si les segments témoins couvrent o.

De plus, ils obtiennent une condition suffisante pour que la classe cc(C) ait une base de
cardinalité finie.

Proposition I11.12. [2/ Soit C = S(B), ou B est finie et supposons qu’il existe une borne
A dépendant de B seulement telle que, pour tout o ¢ cc(C), il y a une collection d’au plus
A segments témoins qui couvrent o. Alors cc(C) posséde une base finie.

Albert et al. déduisent de la proposition II1.12 que cc(S(321)), cc(S(231)) et cc(S(4321))
ont des bases finies. Ils montrent aussi que la cloture cyclique d’une classe peut avoir une
base infinie (c’est le cas de la cloture de S(265143)). Ils donnent également plusieurs ré-
sultats d’énumération trés intéressants.

Cette partie est organisée de la fagon suivante. Dans un premier temps, on prouve que
la cloture cyclique de S(k(k — 1)...21) a une base finie B. De plus, on prouve que la
plus petite taille d’une permutation minimale de B est 2k — 1, et que ces permutations
sont énumeérées par (2k — 1).c, o ¢i est le k-iéme nombre de Catalan. On caractérise
aussi ces permutations. Ensuite, on étudie les clotures cylindriques de classes fermées. On
montre une dualité avec la cloture cyclique ce qui nous permet de prouver que la cloture
cylindrique de S(k(k —1)...21) est aussi a base finie. Enfin, on étudie la cloture torique.
On donne une condition suffisante pour que la classe ¢r(C) ait une base finie. On propose
ainsi plusieurs questions ouvertes concernant la cloture torique de certaines classes de
permutations. Plus précisément, on a obtenu la preuve que tr(S(321)) est a base finie,
mais nous ne la donnons pas ici. En effet, la preuve contient énormément de cas a vérifier
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et ne contient pas de concepts particuliérement intéressants. On finit en présentant d’autres
questions ouvertes concernant I’énumération de certaines clotures toriques de classes.

Soit 0 = 07 ... 0, une permutation de taille n telle que o ¢ cc(S(Dy)) pour k > 3. Pour
x € {1,...,n}, on définit W,(z) par ’ensemble des sous-suites 0 = 60105...0,_10) de o
(considérée circulairement), ordonnées comme Dy = k(k—1)...21 et telles que z € W (0).
Soit W, l'union de tous les W,(x) pour 1 < x < n. Dans la suite, on omet l'indice o
pour W, (x) et W, puisque ce sera implicite en fonction du contexte. Pour 6,6’ € W, on
définit une relation d’ordre < par : 6 <0 si et seulement si (a) |[W(0')| < |[W(0)]; ou
(b) [W(¢')] = [W(0)] et le mot associé 0765 ...6; est plus petit que 6163 ...0; en ordre
lexicographique. Alors W est un ensemble fini non vide totalement ordonné. Soit 6 sont
élément maximum. Alors, o a une structure spéciale illustrée par la figure I11.4 et décrite
ci-dessous.

En effet, o peut s’écrire (modulo rotation) :

o = 91(1102(12 e Hk_lak_lﬂkak

ou W(0) = agbi, 0, € {1,2,...,n} et a; sont des segments de o pour i € [1,k]. Par
convenance, on pose 011 =0 et §p =n+ 1. Pour i € [1,k — 1], on définit la sous-suite a;
(resp. a;") des éléments dans «; qui sont plus petit que ;41 (resp. plus grand que 6;_1).
D’un autre coté, a; ;, i € [1,k—2],j€[i+2k+1], (resp. a;fj, i€2,k—1],j€]0,i—2],)
est la sous-suite de a; (resp. ozj) constituée par toutes les valeurs plus grandes que 0;
(resp. moins grandes que ;).

Avec ces hypothéses, o vérifie les propriétés structurales suivantes.

Fait 1. Pour i € [1,k — 1], o; ne contient pas de valeur dans 'intervalle [0;1, 6;].

S'il existe y € «; tel que y € [6;11,6;], alors 0’ = 61 ...60;y0;11...0;_1 est une sous-
suite de o appartennant a W tel que [W(6')| > |W ()| ce qui donne une contradiction
avec la maximalité de 6.

Fait 2. Pour i € [1,k — 1], o; ne contient pas de valeur dans [6;,0;_1].

S'il existe y € «; tel que y € [6;,0;-1], alors 0’ = 61 ...60;_1y0; 11 ... 0k est une sous-
suite de o appartennant a W telle que # <6’ ce qui donne une contradiction.

Fait 3. Pouri € [1,k—2], j € [i+2,k], o; ; appartient & S(D;—;) et o; appartient a S(Dg—;).
Si «; ; contient une sous-suite p1ps . .. pj—; ordonnée comme D;_;, alors 0 =61...0;p1...pj—ib;...
appartient a W et vérifie [W(6')| > |W ()| ce qui donne une contradiction.

Fait 4. Pour i € [2,k — 1], j € [0,i — 2], o;; appartient & S(D;_;).

Si o, contient une sous-suite p1p2 - .. pj—iordonnée comme D;_j, alors 0’ =61 ...0;p1...pi—jbit1 ...

i,J
appartient & W et vérifie § <6’ ce qui donne une contradiction.

Les faits suivants sont une simple généralisation des faits 3 et 4. Les preuves sont
obtenues mutatis mutandis.

Fait 3’. Pour i € [Lk—2], j € [i+2,k], € € [i+1,k—1], a; ;0ip10q, 4 ;0iv2... 0y ;00
appartient & S(D;_;) et o; 0;1 10, ,0;42. .., ,0p appartient & S(Dy_;).

Fait 4’. Pour i € 2,k —1], (€ [i + 1,k], j € [0,£ — 3], a:jeﬁla;:l’jﬁi”aalj...aZLjﬁg
appartient a S(Dg_;_1).
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F1GURE IIL.4 : La structure spéciale d’une permutation o ¢ S(Dy). Une aire remplie ne
contient pas de point de la forme (i,0;), 1 < i < n. Une suite de j diagonales croissantes
dans une aire signifie que ’aire ne contient pas de motif (j +1)j...21.

////7

Fait 1 Fait 2 Fait 4

Fait 3’ Fait 4°

05 @

Théoréme II1.13. Soit k > 3 un entier. Alors cc(S(Dy)) posséde une base finie.

Preuve. Soit ¢ = 07 ...0, une permutation de taille n qui n’appartient pas a cc(S(Dy)).
Le point crucial de la preuve est de trouver un nombre borné (indépendamment de n) de
segments témoins qui couvrent ¢. Finalement, on conclura grace a la proposition II1.12.
Soit 8 = 07 ... 0 un élément maximum de W. Modulo une rotation cyclique, o peut se
décomposer comme suit :
o = 91&192&2 e ak_lﬁkak.

Notons que ay, et #1 = o1 sont évidemment couverts par W (0) puisque W (6) = ax6;. Donc

il suffit de prouver que «;0;+1 pour 1 < i < k — 1 sont couverts par un nombre borné de
segments témoins.

Soit i tel que 1 < i < k—1 et ¢¢ larotation de o définie par o? = ;b1 .. Opabiay ... 0;_10410;.

Par hypothése, il existe une sous-suite p de o (considéré circulairement) telle que 6,1 €

W(p). Si «; est vide, il n’y a rien a faire puisque o;6;41 est couvert par W (p). Maintenant,
supposons que «; est non vide, et considérons la premiére valeur x; de «;. Alors, il existe

une sous-suite p = p1pa. .. pi de o' ordonnée pareil que Dy, telle que x1 € W(p). On prend

pour p I’élément maximal de W(x1).
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On discute sur la premiére valeur py de p : (i) p1 & i ; (i) p1 € o et (iii) p1 € o . Le
cas (7) est immeédiatement résolu puisque cela signifie que «;6;41 est contenu dans W (p).

Regardons le cas (i7) : p1 € a; . Notons que p; apparait sur la droite de 65 (dans

o), puisque sinon 6 ne serait pas maximal dans W (car 6; € W(p) et |[W(p)| > |W(0)]).
Soit j le plus petit entier, 1 < j < k — 1, tel que p; appartient & a; a;, ;... ;| mais
pas & pj+1. Alors, la structure particuliére (Fait 3’) de o induit que la sous-suite p’ =
Oit10iv2 ... 0i1ipjtr1pj4+2 - - - pr est ordonnée comme Dy et z € W(p'). Cela donne une
contradiction avec le fait que p est un élément maximal de W(xz1). Dongc, le cas (ii) ne se
produit jamais.

Regardons le cas (iii) : p1 € o . S'il existe j, 1 < j < k—1tel que pj € a; et pj+1 € a,
alors on considére £ comme étant le plus petit entier j4+1 < ¢ < k—1, tel que py appartient
aa; ...a;_; mais pas pgyq (£ existe car py est sur la droite de ;). Avec le méme argument
que pour le cas (4i), Fait 3’ induit que p’ = p1...p;0i410i42. .. 0ive_jpesi ... pr €st une
sous-suite dans W(z1) tel que p<lp’. C’est une contradiction. Donc la sous-suite p! = p véri-
fie la propriété que toute valeur de p' est nécessairement dans aj@iﬂoz;:l ... a;lﬁkakﬁlafﬁga; o0,
Moins formellement, on dit que p; est situé au-dessus de 6 dans o’. Puisque cette propriété
est cruciale pour la suite de la preuve, on appelle cette propriété la propriété de dominance
de p' sur 4.

Maintenant on considére le plus petit 51, 1 < 51 < k — 1, tel que p}l appartient & o
mais pas p}l +1- En considérant le Fait 4 (ou 4’) avec la propri¢té de dominance de p' sur
#, on déduit j; <@ — 1.

Maintenant, on remplace x1 = x par la valeur xo de «; juste aprés pi (si elle existe;
sinon on prend xy = 6;41). Par hypotheése, xo est aussi couvert par le segment témoin
W (p?) oit p? est un autre motif ordonné comme Dy, et tel que p? appartient & o* sur la
doite de p/,l€ ou sur la gauche de 5. Avec le méme argument que ci-dessus, p? a la propriété
de dominance sur p', i.e, moins formellement, la suite p? est au-dessus p'. Donc, p? contient
au plus j2 < j1 — 1 valeurs dans ozf.

En itérant ce raisonnement pour la valeur juste aprés p?, on construit une sous-suite
p3 telle que le nombre j3 de ses valeurs dans a;r vérifie jg < jo — 1.

Le processus finit aprés au plus ¢ — 1 étapes. Cela signifie que «; peut étre couvert par
les segments témoins W (p’) pour certains ¢, tel que 1 < £ < i—2 < k—2, i.e. avec au plus
1 — 2 segments témoins, ce qui est une borne dépendant de k seulement. Par conséquent
a;0; 11 peut étre couvert par au plus ¢ — 1 segments témoins. Donc, o est couvert par au

plus 1+ S50 =1+ @ segments témoins. O

Théoréme ITI1.14. cc(Sok—¢(Dy)) = Sop—e pour 2 < £ < 2k — 1.

Théoréme II1.15. cc(Sop—1(Dy)) est énuméré par (2k —1)! — (2k —1)cix—1 ou (cx)r>1 est
la suite de Catalan.

Notons qu’'une permutation de taille (2k —1) o ¢ cc(S(Dy)) commengant par 2k — 1 ne
contient pas de motif de la forme 123 (cette remarque est déduite de la preuve du théoréme
précédent). De plus, la preuve du théoréme précédent induit une bijection constructive entre
I’ensemble des bons parenthésages de taille 2k — 2 et ’ensemble des permutations de taille
2k — 1, commencant par 2k — 1, et contenant un motif D dans chaque rotation cyclique.
En effet, on considére la représentation binaire b = by ... bog_o des bons parenthésages, i.e.
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F1GURE IIL5 : Les cinq permutations o commencant par 7 telles que o ¢ cc(S7(Dy)) :
7654321, 7216543, 7165432, 7615432, 7261543. Le motif le plus & gauche 6 est illustré
en gras dans la notation linéaire de o et illustré par des points vides dans la représentation
ci-dessous. Les bons parenthésages correspondant sont respectivement ((())), (())(), (()()),

0(0) et 000

7.0 7:0 7:0
6: 10 6 o 6 o
5 0 5 o 5 o
4 o 4: o 4 e
3 ° 3 ° 3 .
2 e 2. ‘e 2 °
1 ° 1 ° 1
17234567 1234567 1234567
70 7:0
6: 0O 6: e
5 o 5 o
4 ‘0 4 © o
3 ° 3 °
2 ° 2. e
1 e 1 Y
1234567 1234567

b; = 0 si la i-iéme parenthése est une parenthése fermante, b; = 1 sinon). Par convenance,
on ajoute bor_1 = 0 sur la droite de b. Maintenant, soit j, 1 < j < 2k — 1, le rang du
zéro le plus & droite & gauche du un le plus a droite dans b (si j n’existe pas on pose
j = 2k — 1). Alors, on traverse b de la droite vers la gauche (de l'indice j a 1), et on
étiquéte chaque zéro en ordre croissant & partir de 1. Finalement, on continue d’étiqueter
(en ordre croissant) les éléments restants de b de la droite vers la gauche. Par exemple, le
parenthésage ()((()())((()))) a une représentation binaire 10111010011100000 ou j = 9 (en
gras). Sa permutation correspondante 17 4 16 15 14 3 13 21 12 11 10 9 8 7 6 5 contient le
motif Dg dans chaque rotation cyclique. Voir la figure II1.5 dans le cas k = 4.

Le théoreme III1.13 montre que la base B de cc(S(Dy)) est finie. Les théorémes II1.14
et II1.15 induisent que la plus petite taille d’'une permutation minimale est 2k — 1, et
que ces permutations sont énumeérées par (2k — 1) - ¢x_1. Il reste a caractériser les autres
éléments de la base B, ce que je n’ai pas réussi a faire. Notons que Albert et al. ont obtenu
expérimentalement les éléments de la base de cc(S(321)) : 15432, 14325, 164253, 163254
et 1472536. Nous avons obtenus expérimentalement que la base de cc(S5(4321)) contient 5
permutations minimales de taille 7, 32 de taille 8, 54 de taille 9, et 136 de taille 10.

Théoréme II1.16. Les inversions de taille 2k — 1 qui n’appartiennent pas a cc(S(Dy))

) ‘. 1
sont énumérées par %

Pour k£ = 3, il y a 6 involutions de taille 5 qui n’appartiennent pas & cc(S(D3)) : 54321,
15432, 21543, 32154, 43215 et 14325.
I11.3.1 La cloture cylindrique

Dans ce paragraphe, on étudie la cloture cylindrique ¢/(C) d’une classe fermée C, i.e.,
la classe des permutations pouvant étre obtenues par une rotation cylindrique d’une per-
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mutation dans C. On fournit plusieurs résultats généraux faisant des liens entre les clotures
cyclique et cylindrique.

Lemme III.17. Si X est un ensemble de permutations alors ® € cc(X) <= m ! €
cl(X1). Par conséquent, si X = S(B) alors cc(S(B)) = cl(S(B~1))~L. De plus, si la base
B est stable par inversion, i.e. B = B!, alors cc(S(B)) = c¢f(S(B))~!.

Maintenant nous posons C = S(B) ou B est une base. Comme pour le cas de la rotation
cyclique, ¢/(C) est aussi une classe de permutations a motifs exclus. Soit o une permutation
dans C et # un motif (appartenant & B) dans o. On définit par intervalle témoin de o
lintervalle cyclique W/(0) =] max(6).. min(6)] = [n]\] min(f).. max(#)]. Notons que W'(6)
est un intervalle dans [n] considéré circulairement, mais ce n’est pas forcément un segment
dans o. On remarque facilement que W’ () est aussi un segment témoin de 0! (considéré
circulairement) relativement au motif 6!, Deux résultats similaires aux lemme III.11 et
proposition III.12 peuvent étre déduit :

Lemme II1.18. o ¢ c((C) si est seulement si les intervalles témoins W'(0) couvrent [n]
(ou de fagon équivalente o).

Proposition I11.19. Soit C = S(B), ot B est de cardinalité finie et supposons qu’il existe
une borne A dépendante de B seulement telle que, pour tout o ¢ cl(X), il y a une collection
d’au plus A intervalles témoins qui couvrent o (ou de fagon équivalente [n]). Alors cl(X)
a une base finie.

Proof. La preuve est obtenue de la méme fagon que celle de la proposition I11.12. O
Théoréme II1.20. Soit k > 2 un entier. Alors cl(S(Dy)) admet une base finie.

Tous les résultats d’énumeération obtenus dans [2| pour la cloture cyclique sont aussi
valides pour la cloture cylindrique.

Théoréme II1.21. cl(So;_1(Dy)) est énuméré par (2k —1)! — (2k — 1)cip—1 ou (cx)r>1 est
la suite de Catalan.

I11.3.2 Discussion et Conclusion

Dans ce paragraphe, on donne des résultats généraux concernant la cloture torique
tr(C) pour une classe C de permutations, i.e. tr(C) = cl(cc(C)) = cc(cl(C)). Soit fuv,
1 < u,v < n, les fonctions définies sur Sy, par fy,,(0) = 0’ 0t 0 = (0 (u4j—-2) mod (n)+1— V)
mod (n) + 1, pour j € [l.n]. L’ensemble {fy,,(c), 1 < u,v < n} contient exactement
toutes les rotations toriques de o puisque la permutation f;, ,(o) est égale a la permutation
rn*qul(fn*erl(g))_

Maintenant supposons que C = S(B) ou B est un ensemble fini de permutations.
Soit 6 un motif (relativement & B) dans o € C. L’aire témoin W"(0) de 6 dans o est le
produit direct de o~1(W(6)) de § avec l'intervalle témoin W'(6) : W" () = o= (W (0)) x
W'(0). Par exemple, la permutation 7261543 contient le motif 132 (0 = 265), W (6) est le
segment 4372, alors o~ (W (0)) = {6,7,1,2}, W/(0) est l'intervalle 712, et W”(0) est l'aire
{6,7,1,2} x {7,1,2}. Voir la figure II1.6 pour une illustration.

On obtient alors un résultat similaire aux résultats obtenus précédemment concernant
I’appartenance d’une permutation & la cloture torique d’une classe.
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F1GURE IIL.6 : L’aire témoin W (265) pour la permutation 7261543.

Lemme II1.22. o ¢ tr(C) si et seulement si les aires témoins couvrent [n| X [n] ot n est
la longueur de o.

Proposition I11.23. Soit C = S(B), ot B est de cardinalité finie; supposons qu’il existe
une borne A dépendante de B seulement telle que, pour tout o ¢ tr(C), il y a une collection
d’au plus A aires témoins qui couvrent [n] X [n]. Alors tr(C) a une base finie.

Nous avons étudié la base pour la cloture de ¢r(S5(321)). Des calculs expérimentaux
suggérent que tr(S(321)) a une base finie. De plus la base de ¢r(S(321)) contient proba-
blement une permutation minimale de longueur 5, 2 de longueur 7, 2 de longueur 8, 39 de
longueur 9 et 2 de longueur 10.

Cependant, nous nous sommes intéréssés & prouver ce résultat. Il semblerait que la
preuve ait été forcée mais je préfére ne pas présenter celle ci pour les raisons suivantes. La
preuve demande 1’étude de beaucoup de cas et chacun d’eux induisent des sous-cas assez
lourds & expliciter. En attendant 'obtention d'une preuve élégante de ce résultat, si elle
existe, je considére que ce probléme n’est pas encore résolu. Je propose maintenant trois
questions ouvertes.

Probléme 1 : Est-ce que tr(S(321)) a une base finie ?

Probléme 2 : Est-ce que ¢r(5(231)) a une base finie ?

Probléme 3 : Plus généralement, soit k > 2 un entier; est-ce que tr(S(Dy)) a une base
finie?

Il reste cependant de nombreuses questions en suspens notamment dans le domaine de
I’énumération des classes qui sont clotures toriques d’une classe de permutations & motifs
exclus.



Chapitre IV

Perspectives

J’ai exposé dans ce mémoire les principaux travaux de recherche concernant : la gé-
nération erhaustive de classes d’objets combinatoires, I’étude de structures en treillis, et
létude des motifs dans les permutations.

Je propose ci-dessous quelques exemples de problémes encore ouverts concernant les
domaines traités dans ces trois chapitres.

Génération exhaustive

Trouver un algorithme permettant de générer efficacement les permutations de taille n
ayant un nombre donné de descentes (méme question en imposant que la liste soit un code
de Gray).

Trouver un algorithme permettant de générer efficacement en code de Gray les permu-
tations de taille n ayant un nombre donné d’excédences.

Trouver un algorithme permettant de générer en code de Gray optimal les ensembles
Son(321) et So,(312).

Construire un paquetage Maple (ou autre) permettant d’implanter tous les algorithmes
obtenus.

Structure en treillis

Poursuivre les recherches concernant 'obtention d’un algorithme permettant de calculer
en temps polynomial la distance de rotation entre deux arbres dans le treillis de Tamari.

Exhiber des algorithmes permettant de calculer en temps polynomial la distance entre
deux arbres dans les treillis ’phagocyte’ et le treillis ’taille-greffe’.

Résoudre la conjecture énoncée dans ce mémoire : Si v(7T) est la longueur du plus long
chemin entre 1 et T alors on conjecture que v(T') +v(T") < V(T VT') +v(T ANT') et si
T < T alors v(T) < v(T"). Si tel est le cas, alors d(T,T") = v(T) + v(T") — 2v(T VvV T")
serait une distance sur ce treillis.

Enumeérer le nombre d’intervalles dans les deux nouveaux treillis.
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Trouver un algorithme efficace non-récursif pour calculer la fonction de Mébius du
treillis 'taille-greffe’ et prouver qu’elle prend ses valeurs dans {—1,0, +1}.

Motifs dans les permutations

Trouver un algorithme efficace permettant de trouver la permutation m qui minimise
la somme d(m,01) + d(m,02) ou d(m, o) est le nombre minimum de WM-duplications né-
cessaires pour transformer 7 en o.

Caractériser la classe de permutations & motifs exclus correspondante aux permutations
obtenues & partir de W ou WM-duplications.

Montrer que la cloture torique de S(321) est a base finie. Méme question pour S(231).

Examiner la finitude de la base de la cloture torique de S(k(k —1)...321).

Autres directions de recherche

Continuer & explorer en terme de permutation des problémes issus de la bioinformatique
(duplication de géne).
Etudier certains problémes combinatoires issus du domaine de I'Image (tomographie).
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