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Introdu
tion généraleCe mémoire a pour obje
tif de fournir une synthèse d'une partie de mes a
tivités dere
her
he réalisées post-thèse.Commençons par retra
er le par
ours e�e
tué depuis l'obtention de mon do
torat. En 1996,j'ai don
 soutenu une thèse dans le domaine de la théorie des nombres à l'université deBordeaux. J'ai obtenu ensuite (1998) un poste de professeur 
erti�é (PRCE) à l'universitéde Dijon au sein de l'équipe d'informatique. Obtenant l'agrégation de mathématiques en1999, j'interviens alors en qualité de professeur agrégé (PRAG). Une fois la 
harge d'en-seignements digérée (384H/an), ma 
uriosité me guide naturellement vers l'équipe d'algo-rithmique 
ombinatoire de Dijon. C'est alors que j'amorçe un par
ours initiatique pourdé
ouvrir les bases de la 
ombinatoire. Il est toujours di�
ile de per
er les se
rets d'unnouveau domaine de re
her
he, mais l'aide des membres de l'équipe de 
ombinatoire a étésans au
un doute un fa
teur essentiel dans mon apprentissage. Je suis alors re
ruté Maîtrede Conféren
es au laboratoire LE2I de Dijon en 2004. C'est à 
e moment que je de
ouvrela forte intéra
tion entre l'informatique théorique et les mathématiques.En e�et, l'informatique théorique apparaît essentiellement sous la forme de deux 
ou-rants : l'algorithmique, et la logique. L'algorithmique provient de l'automatisation de lanotion de 
al
ul, alors que la logique formalise la notion de démonstration mathématique.Dans l'antiquité, 
es deux notions apparaissaient déjà. On peut 
iter par exemple, Ar-
himède et Diophante qui obtiennent une règle de 
al
ul de l'aire située sous une parabole ;Eu
lide pour la notion de système axiomatique ; et Aristote pour la logique propositionnelle.Plus tard, Newton, Leibniz, Euler ou Gauss, proposent des méthodes de 
al
ul numériquepermettant d'automatiser 
ertains problèmes issus des mathématiques. Puis la théorie dela 
al
ulabilité est développée par Turing (1936) [89℄, von Neumann, Kleene, Chur
h...Durant 
es dernières années (et sans aun
une 
omparaison ave
 les noms 
ités pré
é-demment), mes travaux se sont orientés dans les domaines de l'algorithmique dédiée à desproblèmes issus de la 
ombinatoire, la théorie des graphes et l'étude de 
lasses 
ombina-toires ayant une stru
ture de treillis. La référen
e a
tuelle du domaine de l'algorithmique
ombinatoire est la 
olle
tion de volumes The art of Computer Programming de DonaldE. Knuth [98℄. Knuth étudie de nombreux algorithmes ainsi que leur 
omportement enterme du nombre d'opérations élémentaires. Il dédie ainsi un volume entier à la générationde 
lasses d'objets 
ombinatoires. On peut aussi 
iter les travaux de Flajolet, Johnson,Korsh, Ruskey, Sedgwi
k, Trotter, Vajnovszki, Walsh,...[77, 91, 166, 149, 155, 100, 174℄.Pour les référen
es 
on
ernant les stru
tures de treillis, on peut aussi 
onsidérer Davey etGrätzer [83, 60℄. Tous mes travaux 
on
ernant les stru
tures en treillis sont isssus de 
lasses
ombinatoires énumérées par les nombres de Catalan A000108, [162℄. En�n, mes travaux
on
ernant la théorie des graphes abordent essentiellement les 
olorations de graphes. No-



4 Introdu
tion généraletons toutefois qu'il existe évidemment des liens très forts entre 
es trois domaines. On peut
iter par exemple le lien entre les 
y
les Hamiltoniens en théorie des graphes et les 
odesde Gray en algorithmique 
ombinatoire.Je n'exposerai pas dans 
e mémoire mes travaux 
on
ernant les 
olorations de graphesdans le but d'obtenir un mémoire axé sur la 
ombinatoire issue de stru
tures liées auxpermutations, mots binaires et arbres binaires. Si toutefois le le
teur souhaite obtenir mestravaux en théorie des graphes, je l'invite à 
onsulter les arti
les [27, 28, 29, 30℄.Le mémoire est organisé de la façon suivante.Dans le premier 
hapitre, je présente une grande partie (non exhaustive) de mes travauxde re
her
he 
on
ernant la génération exhaustive. Ce 
hapitre 
ontient une partie impor-tante de mes résultats obtenus 
es dernières années. Je propose ainsi plusieurs nouveauxalgorithmes de génération dont la 
omplexité est CAT (Constant Amortized Time), i.e. lenombre d'opérations est proportionnel au nombre d'objets générés et 
e
i indépendammentde la taille des objets. On étudie également plusieurs 
lasses dont on a obtenu la générationen 
ode de Gray.Dans le se
ond 
hapitre, j'expose les travaux 
on
ernant l'étude de stru
tures 
omptéespar les nombres de Catalan. En parti
ulier, je donne deux nouvelles stru
tures en treillispour les parenthèsages bien formés 
e qui induit deux nouvelles stru
tures sur les arbresbinaires. On s'intéressse aussi dans 
ette partie à la 
onstru
tion de distan
e sur 
es treillis,et notamment on donne un algorithme polynomial d'approximation pour le 
al
ul de ladistan
e de rotation entre deux parenthésages dans le treillis de Tamari. Notons que l'onne sait toujours pas aujourd'hui s'il existe un algorithme 
al
ulant en temps polynomial ladistan
e de rotation entre deux parenthésages dans 
e treillis.Dans le dernier 
hapitre, j'expose deux 
ontributions ré
entes dans le domaine de l'étudedes motifs dans les permutations. La première est issue d'un problème de bioinformatiquepuisqu'elle 
onsiste à 
ara
tériser les suites du génome obtenues après un nombre donnéde dupli
ations en miroir. La se
onde repond à une question posée par Atkinson : est-
eque la 
loture 
y
lique de S(k(k − 1) . . . 321) possède une base �nie ?En�n, une 
on
lusion donnera une appro
he globale de mes travaux de re
her
hes enpré
isant les obje
tifs souhaités ainsi que les futures dire
tions de re
her
hes envisagées enproposant des questions en
ore à explorer.



Notations et dé�nitionsJe présente dans 
ette partie, les prin
ipales notations et dé�nitions utilisées dans 
emémoire.On note [n] l'ensemble {1, 2, . . . , n}. L'ensemble des permutations sur l'ensemble [n] seranoté Sn. L'entier n est appelé la taille de la permutation. On représentera les permutationsen notation linéaire, i.e., σ ∈ Sn sera notée σ1σ2 . . . σn si σ(i) = σi pour tout i, 1 6 i 6 n.La permutation σ ∈ Sn sera appelée un 
y
le lorsqu'il existe une suite d'indi
es i1, i2, . . . , indi�érents deux à deux dans [n] tels que σ(ij) = ij+1 pour 1 6 j 6 n− 1 et σ(in) = i1. Unetelle permutation pourra aussi être notée 〈i1, i2, . . . , in〉. Toute permutation σ ∈ Sn peutêtre uniquement dé
omposée en un produit de 
y
les à supports disjoints. On dira que σa k 
y
les lorsque 
ette dé
omposition possède k 
y
les. L'ensemble des permutations detaille n ayant k 
y
les sera noté Sn,k.Une valeur σi est un minimum gau
he-droite (left-to-right minimum en anglais) si tousles éléments à sa gau
he dans σ sont plus grands que σi. Etant donné que l'ensemble despermutations de taille n ayant k 
y
les est en bije
tion ave
 l'ensemble des permutationsde taille n ayant k minima gau
he-droite, nous utiliserons toujours la notation Sn,k pour
e dernier ensemble.Un dérangement σ est une permutation sans point �xe, 
'est à dire qu'il n'existe pasd'indi
e i tel que σ(i) = i. L'ensemble des dérangements de taille n sera noté Dn. Dans lese
ond 
hapitre, Dn designera l'ensemble des mots de Dy
k ave
 n parenthèses ouvranteset n fermantes.Une ex
éden
e de σ est une valeur σi telle que σi > i. L'ensemble des permutations detaille n ayant k ex
éden
es est noté En,k.Une permutation σ ∈ Sn 
ontient le motif π ∈ Sk si et seulement s'il existe une suited'indi
es 1 6 i1 < i2 < . . . < ik 6 n tels que σ(i1)σ(i2) . . . σ(ik) est ordonné 
omme π.Par exemple, la permutation 4132 
ontient (en gras) le motif 321 mais ne 
ontient pas(ou évite) le motif 231. Si T est un ensemble de motifs, on notera Sn(T ) l'ensemble despermutations dans Sn qui évitent tous les motifs appartenant à T . Un motif barré π̄ ∈ Skest une permutation ayant une barre sur 
ertaines valeurs. Posons 1 6 r 6 k − 1. Soit πla permutation sur [k] obtenue en enlevant les barres de π̄ et π̂ la permutation obtenue de
π̄ en enlevant toutes les (k − r) valeurs barrées et renormalisée 
omme une permutationde [k − r]. Alors σ ∈ Sn ne 
ontient pas le motif π̄ si tout motif π̂ dans σ peut êtreétendu en un motif π dans σ. Par exemple, si π̄ = 41̄32, alors σ = 58132674 ∈ S8(41̄32)(voir, [71, 113, 160℄). Il est aussi possible d'introduire des ' :' entre les valeurs d'un motif(exemple 13 : 24). Si deux valeurs 
onsé
utives du motif π sont séparées par un ' :' alors lapermutation σ 
ontient le motif π si les entrées 
orrespondantes à 
es éléments sont aussiadja
entes dans σ (et bien sur dans le même ordre que dans π). Par exemple, σ = 13524



6 Notationsne 
ontient pas le motif π = 13 : 24 mais 
ontient le motif 1324. Notons qu'il s'agit d'un
as parti
ulier de la dé�nition des motifs dé�nis dans [76℄.Une liste L est un ensemble d'éléments totalement ordonnés. La liste L est la liste
L 
onsidérée (ou lue) du dernier élément au premier. Les éléments prem(L) et der(L)désignent respe
tivement les premiers et derniers éléments de la liste. Si L et L′ sont deuxlistes alors on dé�nit la liste L ◦ L′ 
omme étant la 
on
aténation des deux listes L et L′telle que prem(L) = prem(L ◦ L′).Soit (Ln)n>1 une famille de listes Ln d'éléments de taille n. Si pour tout n > 1 deuxobjets 
onsé
utifs de la liste Ln di�èrent sur un nombre de positions indépendant de n, ondit que la liste est en ordre de 
ode de Gray.



Chapitre IGénération exhaustive de 
lassesd'objets 
ombinatoires
I.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, on s'intéresse à des algorithmes permettant de générer exhaustivement(et sans répétition) les objets d'une 
lasse 
ombinatoire. L'intérêt de tels algorithmes estmultiple : l'obtention d'une liste 
omplète d'objets (en un temps a

eptable) peut êtreutile pour la véri�
ation où la dé
ouverte de propriétés ou 
onje
tures, pour la résolutionpratique de 
ertains problèmes NP-
omplets,... La 
omplexité des algorithmes est don

ru
iale. Elle peut être 
onstante en moyenne ou dans le pire des 
as. Une 
omplexité
onstante en moyenne signi�e que le nombre d'opérations e�e
tuées est proportionnel aunombre d'objets à générer (CAT - 
onstant amortized time) et 
e
i indépendamment dela taille des objets ; une 
omplexité 
onstante dans le pire des 
as signi�e que le passaged'un objet à son su

esseur se fait toujours en un temps 
onstant indépendant de la tailledes objets (loopless). Lorsque deux objets 
onsé
utifs di�èrent sur un nombre de positionsindépendant de la taille, on dit que la liste est en ordre de 
ode de Gray. Un algorithmeloopless liste né
essairement les objets en ordre de 
ode de Gray ; la ré
iproque n'est pasfor
ément vraie.Il existe de nombreux travaux 
on
ernant la génération exhaustive e�
a
e de 
lasses
ombinatoires. Par exemple, il existe des algorithmes e�
a
es pour la génération des per-mutations [91, 166, 155, 148℄, involutions [174℄, up-down permutations [100, 152℄, permu-tations ave
 un nombre donné d'inversions [151℄... Il est toujours intéressant de relire lesurvol de Carla Savage [154℄ pour les travaux réalisés avant 1997 
on
ernant les 
odes deGray. On trouvera dans 
e mémoire de nombreuses référen
es plus ré
entes.Plusieurs méthodes di�érentes ont été utilisées pour l'obtention de tels algorithmes.On peut bien sur 
iter la méthode de Johnson-Trotter [91, 166℄ pour la génération despermutations en ordre de 
ode de Gray. Il y a également des méthodes ad-ho
 liées à lastru
ture parti
ulière des objets à générer, mais prin
ipalement, deux méthodes sont trèssouvent utilisées : la méthode ré
ursive et la méthode ECO.La méthode ré
ursive 
onsiste à dé�nir la liste des objets de taille n en fon
tion des listes



8 Chapitre I : Génération exhaustive de 
lasses d'objets 
ombinatoiresdes objets de tailles inférieures à n. Par exemple, la 
lasse Bn des mots binaires de taille
n peut s'é
rire ré
ursivement sous la forme Bn = Bn−1.0© Bn−1.1, ave
 B1 = {0, 1},où © est l'opérateur de 
on
aténation des listes, et Bn−1 est la liste Bn−1 
onsid�éréedans l'ordre inverse (de la �n au début). On obtient ainsi, B2 = {00, 10, 11, 01} et B3 =
{000, 100, 110, 010, 011, 111, 101, 001}. Voir par exemple [84℄. Dans 
et exemple, la listefournie est aussi en ordre de 
ode de Gray.La méthode ECO (Enumeration of Combinatorial Obje
ts), introduite par Pinzaniet al. [15℄ pour l'énumération de 
lasses 
ombinatoires, 
onsiste à donner des règles desu

ession pour étendre un objet de taille n à plusieurs objets de tailles supérieures. Plusformellement, on part de (b), b ∈ N

+, et on fournit des règles de su

ession Ω :
{(k) (e1(k))(e2(k)) . . . (ek(k)), k ∈ N},où ei : N

+ −→ N
+ ; il s'agit d'expliquer l'évolution des su

esseurs (e1(k)), (e2(k)),. . . ,

(ek(k)) en fon
tion de (k), k ∈ N
+. Les entiers positifs (b), (k), (ei(k)) sont appelés éti-quettes. Cela induit un arbre de génération où (b) est l'étiquette de la ra
ine et 
haquenoeud étiqueté (k) possède k su

esseurs étiquetés (e1(k)), (e2(k)),. . . , (ek(k)). Par 
onsé-quent, (Ω) induit une suite d'entiers positifs (an)n>0 ou an est le nombre de noeuds surle niveau n dans l'arbre de génération. Par exemple, la règle de su

ession Ω dé�nie par

(2) (2)(2) initialisée par l'étiquette (2) induit la suite an = 2n, i.e., 
haque niveau n del'arbre de génération asso
ié 
ontient 2n noeuds. Les nombres de Catalan peuvent être ob-tenus par 
ette méthode à l'aide de la règle de su

ession (k) (2)(3) . . . (k+1) initialiséepar l'étiquette (2).La première partie de 
e 
hapitre traîte de la génération CAT alors que la se
ondetraîte de la génération en 
ode de Gray.I.2 Génération CATDans 
ette se
tion, nous donnons les di�érents résultats obtenus 
on
ernant la généra-tion CAT (
onstant amortized time) de 
ertaines 
lasses d'objets 
ombinatoires. Rappelonsque la génération CAT 
onsiste à générer une et une seule fois 
haque élément d'une 
lasseen un temps proportionnel au nombre d'objets mais indépendant de la taille des objets.[Dans 
e paragraphe, nous ne 
onsidérerons pas les générations en 
ode de Gray ; en e�et,
es générations sont aussi CAT mais possèdent la proprièté supplémentaire que deux objets
onsé
utifs di�èrent d'un nombre de positions indépendant de la taille.℄De nombreux algorithmes de générations e�
a
es existent dans la littérature. Par exemple,on peut se réfèrer aux deux survols suivants [98, 155℄ pour la génération de plusieurs 
lassesde permutations.On présente 
i-dessous deux algorithmes de génération CAT permettant de générere�
a
ement les permutations ayant un nombre donné d'ex
éden
es, les permutations etles mots de Fibona

i et de Lu
as.I.2.1 Permutations ave
 un nombre donné d'ex
éden
esCe paragraphe est issu de l'arti
le [20℄. Soit une permutation σ ∈ Sn. On représente
σ = σ1σ2 . . . σn en notation linéaire. La valeur σi est une ex
éden
e de σ si σ(i) > i.



I.2 : Génération CAT 9Les permutations ayant un nombre donné d'ex
éden
es ont été très étudiées dans ledomaine de la 
ombinatoire énumérative [39, 72, 116, 140℄. Foata et S
hützenberger [78℄donnent plusieurs propriétés fondamentales pour 
es objets. De nombreuses appli
ationsà l'analyse des algorithmes sont obtenues par Knuth [98℄ et à la 
ombinatoire des motspar Lothaire [108℄. La statistique relative aux ex
éden
es sur les permutations est appe-lée statistique Eulerienne. Je donne dans 
e paragraphe un algorithme e�
a
e (CAT) degénération des permutations ave
 k ex
éden
es (k > 0). On note En,k l'ensemble des permu-tations de taille n ayant k ex
éden
es. On pro
ède par la méthode ré
ursive en remarquantque En,k peut être 
onstruit à partir de En−1,k et En−1,k−1.Soit γ ∈ En−1,k une permutation de taille (n − 1) ayant k ex
éden
es, n > 2, 0 6 k 6
n− 2 ; soit i un entier, 1 6 i 6 n− 1. Si on note par σ la permutation dans Sn obtenue àpartir de γ en remplaçant γ(i) par n et en ajoutant γ(i) sur la droite de γ, alors on a :(a) si γ(i) est une ex
éden
e dans γ, alors σ ∈ En,k ;(b) sinon, σ ∈ En,k+1.De plus, (c) si σ est obtenue de γ en ajoutant n sur sa droite, alors σ ∈ En,k. Ré
ipro-quement, 
haque permutation de En,k, n > 2, peut être uniquement obtenue par l'une de
es trois 
onstru
tions (a), (b) et (c).Ainsi, nous dé�nissons deux fon
tions φn et ψn 
omme suit :Dé�nition I.1. Pour 0 6 k 6 n− 2, un entier i ∈ [n− 1] et une permutation γ ∈ En−1,k,on dé�nit une permutation de taille n : σ = φn−1(i, γ) par

σ(j) =







n si j = i
γ(i) si j = n
γ(j) sinon.On dé�nit aussi ψn−1 de En−1,k vers Sn qui transforme γ ∈ En−1,k en une permutation

σ ∈ En,k obtenue de γ en ajoutant n sur sa droite.Par exemple, si γ = 3142 ∈ E4,2, on a φ4(3, γ) = 31524 ∈ E5,2 ; φ4(2, γ) = 35421 ∈ E5,3et ψ4(γ) = 31425 ∈ E5,2. Plus généralement, on peut remarquer :
φn−1(i, γ) = ψn−1(γ) · 〈i, n〉 = 〈γ(i), n〉 · ψn−1(γ).Pour des raisons de 
larté, on omettra l'indi
e n dans φn et ψn.Lemme I.2. Soient n,m, ℓ, k quatre entiers naturels tels que 1 6 m < n, 0 6 ℓ 6 m− 1,et 0 6 k 6 n− 1. Soit aussi γ ∈ Em,ℓ.- S'il existe i, 1 6 i 6 m − 1, tel que γ(i) est une ex
éden
e de γ, alors il y a unepermutation σ ∈ En,k telle que σ est obtenue de φ(i, γ) (respe
tivement ψ(γ)) enappliquant plusieurs fois les fon
tions φ et ψ si et seulement si : (i) ℓ 6 k et m+1−ℓ 6

n− k.- Maintenant nous 
onsidérons i, 1 6 i 6 m, tel que γ(i) n'est pas une ex
éden
e de γ,alors il y a une permutation σ ∈ En,k telle que σ est obtenue de φ(i, γ) en appliquantplusieurs fois les fon
tions φ et ψ si et seulement si : (ii) ℓ+1 6 k et m− ℓ 6 n− k.- Si σ ∈ En,k est obtenue de γ ∈ Em,ℓ par la première 
onstru
tion et τ ∈ En,k par lase
onde, alors σ et τ sont di�érentes.



10 Chapitre I : Génération exhaustive de 
lasses d'objets 
ombinatoiresMaintenant nous expliquons les prin
ipales di�
ultés pour l'implémentation de la pro-
édure gen(m, ℓ) donnée en �gure I.1. La pro
édure gen(1, 0) génère ré
ursivement toutesles permutations σ ∈ En,k. En e�et, supposons que lorsque l'on exé
ute l'appel ré
ur-sif gen(m, ℓ), la permutation 
ourante est σ ∈ Em,ℓ et ses ex
éden
es sont en positions
i1, i2, . . . , iℓ. Le tableau t1 
ontient 
es ℓ positions i1, i2, . . . , iℓ. D'un autre 
oté les indi
esdans [m]\{i1, i2, . . . , iℓ} sont sto
kés dans t2 de taille r = m − ℓ. Grâ
e au lemme I.2, lapro
édure gen(m, ℓ) génère les permutations de Em+1,ℓ ou de Em+1,ℓ+1 en appliquant sur
σ les fon
tions φ et/ou ψ. Pour obtenir :- ψ(σ) ∈ Em+1,ℓ ; on ajoute l'indi
e (m+ 1) sur la droite de t2 (t2[r + 1] = m+ 1) eton exé
ute gen(m+ 1, ℓ).- φ(ij , σ) ave
 j ∈ [ℓ] ; on ajoute (m + 1) sur la droite de t2 (t2[r + 1] = m + 1). Ona
tualise σ = σ · 〈t1[j],m + 1〉 et on exé
ute gen(m+ 1, ℓ).- φ(i, σ) ave
 i /∈ {i1, i2, . . . , iℓ} ; i.e., pour 
haque j 6 r, on pose temp = t2[j]. Onajoute temp sur la droite de t1 (t1[ℓ + 1] = temp) et on rempla
e t2[j] par m + 1 ;alors on a
tualise σ = σ · 〈temp,m+ 1〉 et on exé
ute gen(m+ 1, ℓ+ 1).Après 
haque appel ré
ursif, on a
tualise t1, t2 et σ pour retrouver leur valeur avant l'appel.Ces opérations requièrent une 
omplexité O(1). Voir l'algorithme en �gure I.1.

procedure gen(m, ℓ)
r := m − ℓif m = n then output σ ;else if ℓ 6 k and m + 1 − ℓ 6 n − k then

t2[r + 1] := m + 1
gen(m + 1, ℓ)for ea
h v ∈ [ℓ]

σ := σ · 〈t1[v], m + 1〉
gen(m + 1, ℓ)
σ := σ · 〈t1[v], m + 1〉if ℓ + 1 6 k and m − ℓ 6 n − k thenfor ea
h v ∈ [r]
t1[ℓ + 1] := t2[v]
temp := t2[v]; t2[v] := m + 1
σ := σ · 〈temp, m + 1〉
gen(m + 1, ℓ + 1)
σ := σ · 〈temp, m + 1〉
t2[v] := temp;end pro
edure

E4,1 E4,2 E5,11 4231 1 3241 1 52341 14 521342 1432 2 3412 2 15342 15 132453 1243 3 4321 3 12543 16 152434 3214 4 1342 4 12354 17 142355 4213 5 2431 5 42315 18 152346 1324 6 2143 6 52314 19 213457 1423 7 3421 7 14325 20 513428 2134 8 3142 8 15324 21 413259 4132 9 2314 9 12435 22 5132410 3124 10 4312 10 12534 23 3124511 4123 11 2413 11 32145 24 5124312 52143 25 4123513 42135 26 51234Figure I.1 : Algorithme de génération pour les permutations ave
 un nombre �xé d'ex-
éden
es et les listes E4,1, E4,2 et E5,1.L'algorithme produit les permutations de En,k en temps amorti 
onstant (CAT) ; ene�et, dans la pro
édure le nombre de 
al
uls est proportionnel au nombre d'appels ré-
ursifs. De plus, 
haque appel ré
ursif produit au moins un objet ou produit deux autresappels ré
ursifs. Une implementation Java de 
et algorithme peut être vue à l'adressehttp ://www.u-bourgogne.fr/jl.baril/applet.html.



I.2 : Génération CAT 11I.2.2 Permutations et mots de Fibona

i ou de Lu
asLe 
ontenu de 
ette partie est issu de l'arti
le [17℄. Nous utiliserons i
i la méthode ECO(Enumeration of Combinatorial Obje
ts) dé�nie en 1999 par Pinzani et al. [15℄. Il s'agit defournir des règles de su

essions permettant de 
onstruire un arbre de génération dont lesnoeuds d'un niveau n sont les objets de la 
lasse 
ombinatoire 
onsidérée. On présente 
i-dessous des algorithmes de génération basés sur ECO permettant de générer e�
a
ement(CAT) les mots de Fibona

i et de Lu
as p-généralisés. L'arbre de génération obtenu nouspermet d'obtenir plusieurs bije
tions entre 
es 
lasses et des 
lasses de permutations àmotif ex
lus. Nous obtenons ainsi la génération CAT de nouvelles 
lasses de permutations.I.2.2.1 Permutations et mots de Fibona

i généralisésUn mot de Fibona

i p-généralisé de taille n est un mot binaire de taille n n'ayant pas
p uns 
onsé
utifs. Par exemple, le mot 110001010111 est un mot de Fibona

i 4 généra-lisé de taille 12. Soit Fn,p l'ensemble des mots de Fibona

i p-généralisés de taille n. La
ardinalité de 
ette ensemble est donnée par la suite de Fibona

i généralisée fn,p dé�niepar fn,p = fn−1,p + . . . + fn−p,p initialisée par fn,p = 0 si n = 0 et f1,p = 1. En fait, on aplus pré
isément : |Fn,p| = fn+2,p. On dé�nira par la suite 
e qu'est une permutation deFibona

i généralisée.Le théorème suivant donne les règles de su

essions pour la suite fn,p de Fibona

i
p-généralisée.Théorème I.3. Pour p > 2, un système de règles de su

ession (Ωp) pour la suite fn,p deFibona

i p-généralisée est donné par :

(Ωp)







(2p−1)
(2p−1) (2p−1)(2p−2)
(2p−2) (2p−1)(2p−3)
. . .
(21) (2p−1)(1)
(1) (2p−1).Par un simple 
al
ul utilisant les matri
es de produ
tion [64℄, on déduit la fon
tiongénératri
e de la suite engendrée par Ωp [71℄ :

fp(z) =
1 + z + z2 + . . .+ zp−1

1− z − z2 − . . .− zp
=

1

z
·
(

1

1−∑p
i=1 z

i
− 1

)

.Puisque fp(z) −→
p→∞

1
1−2z , Ωp produit une sorte de 
ontinuité dis
rète entre les suites deFibona

i p-généralisées (p > 2) et la suite 2n.Proposition I.4. L'arbre de génération de (Ωp) peut être 
odé par les mots de Fibona

i

p-généralisés, i.e., les mots binaires n'ayant pas p uns 
onsé
utifs. Un mot de taille n estobtenu à partir d'un mot de taille (n− 1) en insérant la valeur 0 ou 1 en dernière position(Voir �gure I.2).



12 Chapitre I : Génération exhaustive de 
lasses d'objets 
ombinatoiresDans toute la suite une position (ou site) dans un mot (ou une permutation) est unempla
ement dans un mot avant la première lettre ou après la dernière lettre ou entre deuxlettres du mot. Lorsque l'on permet l'insertion d'une lettre sur une position d'un mot, alorson dira que la position est un site a
tif.
(2  ) 2(2  )2(2  )

(2  )2 (2  )1 (2  )2

(2  ) 2

(2  )

(2  )

(2  ) (2  ) (2  )(2  )

(2  )

(2  ) (2  )

(2  )2 1

2 1 2 (1)

12

2

λ

1 (1) 1 (2  )2(2  )2 2

2(2  )(2  ) (1)2

(2  )1

   0   1

  00  01  10  11

   000   001  010  011   100  101  110

0000 0001  0011 0100  0110  0101 1000  1001 1010  1011

   (1)

1100  1101

(2  )

0010

2Figure I.2 : Les 
inq premiers niveaux de l'arbre de génération 
odé par les mots de Fibona

i3-généralisés.L'arbre de génération pré
édent induit une bije
tion entre Fn,p et deux ensembles depermutations à motifs ex
lus (voir la dé�nition d'un motif dans une permutation dans leparagraphe Notations et Dé�nitions). Ce
i explique la raison pour laquelle on peut appelerpermutation de Fibona

i p-généralisée une permutation appartenant à l'un de 
es deuxensembles de permutations.Théorème I.5. L'arbre de génération de (Ωp) peut être 
odé par les permutations π dans
Sn(321, 312, 234 . . . (p+ 1)1). Les sites a
tifs de π sont les deux dernières positions si l'éti-quette de π est (2i) ; sinon seulement la dernière position est un site a
tif. (Voir �gureI.3).

(2  ) 2(2  )2(2  )

(2  ) 2

(2  )

(2  )

(2  ) (2  ) (2  ) (2  )(2  )

(2  )

(2  ) (2  )

(2  )2 1

2 1 2 (1)

1

2 1 (1) (2  )2

2

1

1

(2  )(2  )2(2  )2 2 (1) 22

(2  )(2  ) (1)2

(2  )1 (2  )

1234_5_ 2134_5_ 2135_4_ 2143_5_ 21453_ 2314_5_ 2315_4_

123_4_ 124_3_ 132_4_ 1342_ 213_4_ 214_3_

12_3_ 13_2_ 21_3_ 231_

1_2_ 2_1_

_1_

1

1235_4_ 1243_5_ 12453_ 1324_5_ 1325_4_

231_4_

1342_5_Figure I.3 : Les 
inq permiers niveaux de l'arbre de génération de (Ω3) 
odé par les permuta-tions de Fibona

i 3-généralisées Sn(321, 312, 2341). Les sites a
tifs sont représentés en soulignés.Théorème I.6. L'arbre de génération de (Ωp) peut être 
odé par les permutations de Fi-bona

i généralisées π dans Sn(231, 312, (p+1)p . . . 321). Une permutation π a toujours un



I.2 : Génération CAT 13site a
tif sur sa dernière position ; de plus, dans le 
as où le label est (2i), un autre sitea
tif se situe juste avant l'entrée maximale de la permutation π.I.2.2.2 Permutations de Lu
as généraliséesUn mot de Lu
as p-généralisé est un mot de Fibona

i p-généralisé n'ayant pas puns 
onsé
utifs lorsqu'on 
onsidère le mot 
ir
ulairement. Par exemple, le mot 1010011n'est pas un mot de Lu
as 3-généralisé puisque 111 est 
ontenu dans le mot (
onsidéré
ir
ulairement). Soit Ln,p l'ensemble des mots de Lu
as p-généralisés de taille n. Pour
n < p on impose par 
onvention que le mot 1n est dans Ln,p. La 
ardinalité de Ln,p estdonnée par la suite ℓn,p dé�nie par : ℓn,p = ℓn−1,p + . . .+ ℓn−p,p initialisée par ℓn,p = 2n− 1si 0 < n 6 p. En fait on a pré
isément |Ln,p| = ℓn,p + 1 si n < p, et |Ln,p| = ℓn,p sinon. Lethéorème suivant donne les règles de su

ession pour la suite de Lu
as p-généralisée.Théorème I.7. Pour p > 2, un système de règles de su

ession (Φp) pour la suite deLu
as p-généralisée est :

(Φp)







(2′p−1)

(2′p−1) (2p−1)(2
′
p−2)

(2′p−2) (2p−2)(2
′
p−3)

. . .
(2′1) (21)(1

′)
(1′) (1)
(2p−1) (2p−1)(2p−2)
(2p−2) (2p−1)(2p−3)
. . .
(21) (2p−1)(1)
(1) (2p−1),
e qui signi�e que (Φp) produit la suite ℓp,n si n > p et ℓp,n + 1 = 2n sinon.Par un simple 
al
ul utilisant les matri
es de produ
tion [64℄, la fon
tion génératri
ede la suite asso
iée à (Φp) est :

ℓp(z) =

∑p−1
i=0 (zi − i · z2p−i)

1− z − z2 − . . . − zp
.On obtient une 
ontinuité dis
rète entre la suite de Lu
as p-généralisée est la suite 2n.L'arbre de génération obtenu ne peut pas être 
odé dire
tement par les mots de Lu
asde Ln,p. Cependant, on peut 
oder 
et arbre en utilisant un ensemble Kn,p ⊆ Fn,p ; Kn,p estl'ensemble les mots de Fn,p qui 
ontiennent au moins deux 0s dans leur pré�xe de longueur

p+ 1.Proposition I.8. L'arbre de génération de (Φp) peut être 
odé par les mots de l'ensemble
Kp,n. Un mot de taille n est obtenu d'un mot de taille n − 1 en insérant 0 ou 1 sur ladernière position.L'arbre de génération induit aussi une bije
tion entre Ln,p et des ensembles de permuta-tions à motifs ex
lus dont les éléments seront appelés permutations de Lu
as p-généralisées.



14 Chapitre I : Génération exhaustive de 
lasses d'objets 
ombinatoiresThéorème I.9. Soit
Tp =







134 . . . (p+ 1)2 : (p + 3)(p + 2)
134 . . . p2 : (p + 2)(p + 3)(p + 1)
. . .
132 : 56 . . . (p+ 3)4.Le système de règles de su

ession (Φp) produit un arbre de génération 
odé par lespermutations de Lu
as p-généralisées Sn(321, 312, 234 . . . (p+ 1)1, Tp). Les sites a
tifs sontles deux dernières positions si l'étiquette est (2i) ou (2′i) ; sinon, seulement la dernèreposition est a
tive (voir �gure I.4).
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2 1

1

2 1 (1) (2  )
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213_4_

1 (2  )(2  )2(2  )2 2

(2  ) (1)2

1234_5_ 2134_5_

123_4_ 124_3_ 132_4_ 1342_

12_3_ 13_2_ 21_3_ 231_

1_2_ 2_1_

_1_

1235_4_ 1243_5_ 12453_ 1324_5_ 1325_4_ 1342_5_

(2’  )

(2’  )

1 (1’)

(1 )
2314_

2314_5_2135_4_

2143_
(1 )

2143_5_Figure I.4 : Les 
inq premiers niveaux de l'arbre de génération de (Φ3). Chaque noeud est
odé par une permutation de Lu
as dans Sn(321, 312, 2341, 1342 :65, 132 :564).Théorème I.10. Soit
T ′

p =







1(p+ 1)p . . . 32 : (p + 3)(p + 2)
1p(p− 1) . . . 32 : (p + 3)(p + 2)(p + 1)
. . .
132 : (p + 3)(p + 2) . . . 54.L'arbre de génération de (Φp) peut être 
odé par les permutations de Lu
as π dans

Sn(231, 312, (p + 1)p . . . 321, T ′
p). Une permutation π a toujours un site a
tif en dernièreposition ; de plus, dans le 
as où l'étiquette est (2i) ou (2′i), elle en possède un autre quiest juste avant l'entrée maximale de π.I.2.2.3 Algorithme et 
omplexitéTous les ensembles étudiés pré
édemment peuvent être générés de façon plus ou moinse�
a
e. Je donne i
i seulement les algorithmes de génération des ensembles de Lu
as

Sn(321, 312, 234 . . . (p+ 1)1, Tp) et Sn(231, 312, (p + 1)p . . . 321, T ′
p). Un résumé de la 
om-pléxité des algorithmes trouvés est présenté à la �n de 
e paragraphe dans la table I.1.Notons que le fait de pouvoir générer Kn,p en O(1) nous permet de générer fa
ilement Ln,pen O(p).
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l1gen(i, k)if i = n then output σ ;else if k 6= 0 then

f1gen(i+ 1, k) ;
σ = σ · 〈i, i + 1〉 ;
l1gen(i + 1, k − 1) ;
σ = σ · 〈i, i + 1〉 ;else f1gen(i+ 1, 0) ;end ;

l2gen(i, k, t)if i = n then output σ ;else if k 6= 0 then
f2gen(i+ 1, k, i + 1) ;for j = i downto t

σ = σ · 〈j, j + 1〉 ;
l2gen(i+ 1, k − 1, t) ;for j = t to i

σ = σ · 〈j, j + 1〉 ;else f2gen(i+ 1, 0, i + 1) ;end ;Ensembles généré Complexité en moyenne
Fp,n O(1)

Sn(321, 312, 234 . . . (p+ 1)1) O(1)

Sn(231, 312, (p + 1)p . . . 321) O(p)

Kp,n O(1)

Lp,n O(p)

Sn(321, 312, 234 . . . (p + 1)1, Tp) O(1)

Sn(231, 312, (p + 1)p . . . 321, T ′
p) O(p)Table I.1 : Complexité moyenne pour la génération de 
haque 
lasse.

I.3 Génération en 
ode de GrayLe 
ontenu de 
ette partie est issu des 
inq arti
les [19, 26, 25, 24, 31℄. Elle présentedes 
odes de Gray pour l'ensemble Ln,p des mots de Lu
as p-généralisés dé�nis pré
édem-ment, pour l'ensemble des dérangements, i.e, l'ensemble des permutations n'ayant pas depoint �xe, pour l'ensemble des permutations ayant un nombre donné de 
y
les, ou de mi-nima gau
he-droite, et en�n pour une famille large de 
lasses de permutations évitant unensemble de motifs.I.3.1 Mots de Lu
as p-généralisésRappelons que l'ensemble Ln,p des mots de Lu
as p-généralisés de taille n est l'ensembledes mots binaires de taille n ne 
ontenant pas p uns 
onsé
utifs (les mots étant 
onsidé-



16 Chapitre I : Génération exhaustive de 
lasses d'objets 
ombinatoiresrés 
ir
ulairement). Par exemple, le mot 100011 est dans L6,4 mais n'est pas dans L6,3.L'ensemble des mots de Fibona

i p-généralisés est en
ore noté Fn,p. Remarquons qu'un
ode de Gray est déjà 
onnu pour Fn,p [167℄. Nous avons (dans le paragraphe pré
édent)obtenu une génération en O(p) de Ln,p. Nous donnons i
i un 
ode de Gray pour Ln,p et unalgorithme de génération en O(1).Dans un premier temps on obtient une 
ondition pour qu'il existe un 
ode de Graypour Ln,p tel que deux éléments su

essifs di�èrent d'une et une seule position. Pour 
ela,il est né
essaire que la di�éren
e du nombre de mots de Lu
as ayant un nombre pair deuns ave
 le nombre de mots de Lu
as ayant un nombre impair de uns, soit 
omprise entre-1 et 1.Soient {φn}n>0 et {λn}n>0 les suites de di�éren
es de parité 
orrespondantes aux suitesgénéralisées de Fibona

i et Lu
as :� φn = card(F ′′
n,p)− card(F ′

n,p), et� λn = card(L′′
n,p)− card(L′

n,p).ou F ′′
n,p (resp. L′′

n,p) est l'ensemble des mots de Fibona

i (resp. Lu
as) ayant un nombrepair de uns, et F ′
n,p (resp. L′

n,p) est l'ensemble des mots de Fibona

i (resp. Lu
as) ayantun nombre impair de uns.Lemme I.11. 1. φn véri�e
φn = φn−1 − φn−2 + · · · + (−1)p+1φn−p, pour n > p+ 1, (I.1)2. λn est lié à φn par

λn = φn−2 − 2 · φn−3 + · · ·+ (−1)p+1p · φn−p−1, pour n > p+ 2. (I.2)Proposition I.12. Si φ(z) et λ(z) sont les fon
tions génératri
es pour les suites {φn}n>0et {λn}n>0 respe
tivement alors1.
φ(z) = φ0 + z · (−z)p−1 · 1 + z

1− (−z)p+1
, (I.3)2.

λ(z) =

p+1
∑

j=0

λjz
j + zp+2 · (−1)p+1 · 1− (p+ 1)(−z)p + p(−z)p+1

(1− (−z)p+1) · (1 + z)
. (I.4)Corollaire I.13. La suite {λn}n≥p+2 est périodique de période 2(p + 1). De plus, si ondé�nit λn = λn+2(p+1) pour tout n = 0, 1, . . . , p+ 1 alors sa fon
tion génératri
e est

λ(z) =
(−z)p+1 + (p + 1)z + p

(1− (−z)p+1) · (1 + z)
. (I.5)Corollaire I.14. La suite des di�éren
es de parités 
orrespondant aux mots de Lu
as vé-ri�e

λn,p =

{
(−1)n+1 si (p+ 1) 6 |n,
(−1)n · p si (p+ 1)|n. (I.6)Théorème I.15. Si l'ensemble Ln,p admet un 
ode de Gray alors (p + 1) 6 |n.



I.3 : Génération en 
ode de Gray 17Considérons la relation d'ordre suivante utilisée pour obtenir un 
ode de Gray pour lesmots de Fibona

i généralisés [167℄.Dé�nition I.16. On dit que x est plus petit que y en ordre lo
al ré�é
hi, noté par x ≺ y,si ∑i
j=1(1 − xj) est impair et ∑i

j=1(1 − yj) est pair, où i est la position la plus à gau
hetelle que xi 6= yi.Soit alors Ln,p la liste ordonnée obtenue ave
 
ette relation d'ordre. On peut montrerque :Théorème I.17. Ln,p est est un 
ode de Gray optimal. Plus pré
isément,1. Si (p+ 1) 6 |n alors Ln,p est un 1-
ode de Gray pour Ln,p.2. Si (p + 1)|n alors Ln,p est un 2-
ode de Gray pour Ln,p et il y a exa
tement p − 1mots véri�ant d(x, succ(x)) = 2.La table suivante présente les 
odes de Gray obtenus pour l'ensemble Ln,p lorsque
(n, p) = (4, 2) et (n, p) = (4, 3).

L4,2 L4,30 1 0 0 0 1 1 00 1 0 1 0 1 0 00 0 0 1 0 1 0 10 0 0 0 0 0 0 10 0 1 0 0 0 0 01 0 1 0 0 0 1 01 0 0 0 0 0 1 11 0 1 01 0 0 01 0 0 11 1 0 0Table I.2 : Les listes L4,2 et L4,3. Les modi�
ations de bits sont en gras.
Un algorithme de génération CAT pour 
ette liste est naturellement obtenu par unesimple adaptation de l'algorithme présenté dans [167℄.



18 Chapitre I : Génération exhaustive de 
lasses d'objets 
ombinatoiresI.3.2 DérangementsUn dérangement de taille n est une permutation π ∈ Sn sans point �xe, 
'est à diretelle que π(i) 6= i pour tout i ∈ [n] = {1, 2, . . . , n}. Si Dn est l'ensemble de tous lesdérangements de taille n, une relation de ré
urren
e pour dn = card(Dn) est donnée par :
dn = (n − 1)(dn−1 + dn−2) (I.7)pour n > 2, ave
 d1 = 0 et d2 = 1, voir par exemple [58, p. 180℄ ou [165, p. 67℄.La 
onstru
tion du 
ode de Gray 
i-dessous pour l'ensemble Dn est basée sur une preuve
ombinatoire de la relation (I.7) 
i-dessus.Dé�nition I.18. 1. Pour n > 3, un entier i ∈ [n − 1], et un dérangement τ ∈ Dn−1,on dé�nit une permutation σ = φn(i, τ) de taille n par
σ(j) =







n si τ(j) = i
i si j = n
τ(j) sinon.2. Pour n > 4, un entier i ∈ [n − 1] et un dérangement τ ∈ Dn−2 on dé�nit unepermutation σ = ψn(i, τ) de taille n par

σ(j) =







i si j = n
n si j = i
τ(j) si j < i et τ(j) < i
τ(j) + 1 si j < i et τ(j) > i
τ(j − 1) si j > i et τ(j − 1) < i
τ(j − 1) + 1 si j > i et τ(j − 1) > i.Remarque : Si σ ∈ Dn, n > 4, et i = σ(n), alors1. si σ(i) 6= n (n n'est pas dans une transposition dans σ) alors σ = φn(i, τ) ave
 τ la permu-tation représentée par les n− 1 premières entrées de 〈i, n〉 · σ ;2. si σ(i) = n (n est dans une transposition dans σ) alors σ = ψn(i, τ) ave
 τ la permutationreprésentée par la forme normale de la suite (σ(1), σ(2), . . . , σ(i− 1), σ(i+ 1), . . . , σ(n− 1)).

⋄Soit Dn la liste pour l'ensemble Dn dé�nie par :
Dn = φ(1,Dn−1) ◦ ψ(1,Dn−2)

◦ψ(2,Dn−2) ◦ φ(2,Dn−1)

◦φ(3,Dn−1) ◦ ψ(3,Dn−2)...
=

n−1
©
i=1

(
φ(i,Dn−1) ◦ ψ(i,Dn−2)

)(i+1)

(I.8)pour n > 3, et D1 = ψ(1, ∅) = ψ(2, ∅) = ∅ et D2 = (2, 1). La liste Dn est la liste Dn lue dudernier élément au premier. On dé�nit aussi (Dn)(i) = Dn si i est pair et (Dn)(i) = Dn si iest impair.



I.3 : Génération en 
ode de Gray 19La �gure I.5 
i-dessous illustre la dé�nition du 
ode de Gray en représentant Dn par unpar
ours de sous-listes lues dans l'ordre habituel ou dans son sens inverse. Des exemplesde listes sont donnés dans la table I.3 
i-dessous.

: :�(1;Dn�1) �(2;Dn�1) (1;Dn�2)  (2;Dn�2)�(n� 1;Dn�1)  (n � 1;Dn�2) :
: : ::�(1;Dn�1) �(2;Dn�1) �(3;Dn�1) (1;Dn�2)  (2;Dn�2)  (3;Dn�2)�(n� 1;Dn�1)  (n � 1;Dn�2)

(a) (b)Figure I.5 : La liste Dn : (a) n est pair, (b) n est impair.Table I.3 : Les listes D4 et D5. Dans D5 les sous-listes φ(i,D4) et ψ(i,D3), 1 6 i 6 4,sont respe
tivement en gras et en italiques.
D4 D51 2341 1 23451 12 35412 23 25413 34 231542 3421 2 34251 13 45132 24 54213 35 312543 4321 3 43251 14 51432 25 45213 36 215344 3412 4 34521 15 41532 26 54123 37 512345 3142 5 35421 16 54132 27 51423 38 251346 4312 6 43521 17 43152 28 45123 39 531247 2413 7 24531 18 31452 29 24153 40 315248 4123 8 45231 19 34152 30 41253 41 351249 2143 9 25431 20 43512 31 21453 42 5321410 54231 21 34512 32 41523 43 3521411 53421 22 53412 33 24513 44 23514Théorème I.19. Deux dérangements su

essifs dans la liste Dn di�èrent en au plus quatrepositions.La démonstration de 
e résultat 
onsiste à étudier les di�érentes transitions entre lessous-listes de la dé�nition ré
ursive de Dn.Une génération CAT de la listeDn peut être obtenue après quelques 
onsidérations assezte
hniques que je préfère o

ulter dans 
e mémoire. J'invite le le
teur intéressé à se référerà l'arti
le 
orrespondant [31℄. On trouvera également dans 
e papier une généralisation auxpermutations ave
 un nombre de points �xes situés entre deux 
onstantes.



20 Chapitre I : Génération exhaustive de 
lasses d'objets 
ombinatoiresI.3.3 Permutations ayant un nombre donné de 
y
lesPour 1 6 k 6 n, on désigne par Sn,k l'ensemble des permutations de taille n admettantune dé
omposition en produit de k 
y
les disjoints. Naturellement, {Sn,k}16k6n est unepartition de Sn. La 
ardinalité de Sn,k est donnée par les nombres de Stirling signés depremière espè
e s(n, k) dé�nis par :
s(n, k) = (n− 1) · s(n− 1, k) + s(n− 1, k − 1) (I.9)ave
 la 
ondition initiale s(n, k) = 0 si n 6 0 ou k 6 0, (n, k) 6= (0, 0), et s(0, 0) = 1. Voirpar exemple [165, 179℄.Pour n, k > 1 on dé�nit par S′

n,k l'ensemble des permutations de taille n ave
 k 
y
leset telles que n est un point �xe (i.e. σ(n) = n) et S′′
n,k = Sn,k\S′

n,k son 
omplément dans
Sn,k.Les fon
tions φn et ψn dé�nies 
i-dessous induisent deux bije
tions entre Sn−1,k−1 et
S′

n,k, puis entre [n− 1]× Sn−1,k et S′′
n,k.Dé�nition I.20. 1. Pour 1 6 k < n, un entier i ∈ [n − 1] et une permutation γ ∈

Sn−1,k, on dé�nit une permutation de taille n, σ = ψn(i, γ) par
σ(j) =







γ(i) si j = n
n si j = i
γ(j) sinon.2. Pour n > k > 2 et une permutation γ ∈ Sn−1,k−1, on dé�nit une permutation detaille n, σ = φn(γ) par

σ(j) =

{
n si j = n
γ(j) sinon.Remarquons qu'ave
 i et γ 
omme 
i-dessus, il est fa
ile de voir que :� si γ ∈ Sn−1,k, ψn(i, γ) ∈ S′′

n,k et ψn : [n− 1]× Sn−1,k → S′′
n,k est une bije
tion ; et� si γ ∈ Sn−1,k−1, φn(γ) ∈ S′

n,k et φn : Sn−1,k−1 → S′
n,k est une bije
tion.Lemme I.21. Soit γ une permutation de taille n − 1, si n > 3 et 1 6 i, j 6 n− 1, i 6= jalors ψ(i, γ) = ψ(j, γ) · 〈i, j, n〉.Lemme I.22. Soit γ et σ deux permutations de taille n− 1 véri�ant σ = γ · 〈i, j, k〉 ave


i, j, k deux à deux di�érents, 1 6 i, j, k 6 n− 1, n > 3 alors ψ(j, σ) = ψ(k, γ) · 〈i, j, k〉.Lemme I.23. Soit γ une permutation de taille n− 1 et σ = γ · 〈i, j〉 ave
 i 6= j, 1 6 i, j 6
n− 1, n > 3 alors ψ(i, σ) = φ(γ) · 〈i, n, j〉.L'ensemble Sn,k peut alors s'é
rire :

Sn,k =
n−1⋃

i=1

ψ(i, Sn−1,k) ∪ φ(Sn−1,k−1) (I.10)ave
 φ(Sn,0) et ψ(i, Sn,n+1) vides.On dé�nit alors la liste Sn,k en distinguant les 
inq 
as 
i-dessous. Comme dans leparagraphe pré
édent, la liste S(i)
n,k 
orrespond à la liste Sn,k si i est pair et à Sn,k si i estimpair.



I.3 : Génération en 
ode de Gray 21* k = 1, n > 1 Pour n > 1, on dé�nit :
Sn,1 =







(1) si n = 1
(2, 1) si n = 2

(3, 1, 2), (2, 3, 1) si n = 3

ψ(1,S3,1) ◦ ψ(2,S3,1) ◦ ψ(3,S3,1) si n = 4

ψ(1,Sn−1,1) ◦
4
©

i=n−1
ψ(i,Sn−1,1)

(i+1) ◦ ψ(2,Sn−1,1) ◦ ψ(3,Sn−1,1) si n > 5.

(a)* k = n, n > 2 Sn,n 
ontient un seul élément (1, 2, . . . , n− 1, n) pour n > 2, (b)* k = n− 1, n > 3 Pour n > 3, on dé�nit Sn,n−1 =






ψ(1,S2,2) ◦ ψ(2,S2,2) ◦ φ(S2,1) si n = 3

ψ(1,Sn−1,n−1) ◦
2
©

i = n − 1

i 6= n − 2

ψ(i,Sn−1,n−1) ◦ ψ(n − 2,Sn−1,n−1) ◦ φ(Sn−1,n−2) sinon. (c)* k = n− 2, n > 4 Pour n > 4, on dé�nit
Sn,n−2 = ψ(1,Sn−1,n−2) ◦

n−1
©
i=3

ψ(i,Sn−1,n−2)
(i) ◦ φ(Sn−1,n−3) ◦ ψ(2,Sn−1,n−2). (d)* 2 6 k 6 n− 3 Pour 2 6 k 6 n− 3, on dé�nit

Sn,k = ψ(1,Sn−1,k)◦
k+1
©

i=n−1
ψ(i,Sn−1,k)(i) ◦φ(Sn−1,k−1)

(k)◦
2
©
i=k

ψ(i,Sn−1,k)(i−1). (e)Théorème I.24. Les listes Sn,k et S−1
n,k sont des 
odes de Gray optimaux et 
y
liques. Unepermutation est obtenue à partir de sa pré
édente en e�e
tuant un produit par un 
y
le detaille 3.Table I.4 : Les listes S3,k, 1 6 k 6 3, et S4,k pour 1 6 k 6 4. Par exemple, dans S4,2 lessous-listes de la relation (d), ψ(1,S3,2), ψ(3,S3,2), φ(S3,1) et ψ(2,S3,2), sont alternativementen gras et italique.

S3,1 S3,2 S3,3 S4,1 S4,2 S4,3 S4,41 312 1 321 1 123 1 4123 1 4213 1 4231 1 12342 231 2 132 2 4312 2 4321 2 12433 213 3 2413 3 4132 3 14324 3421 4 2143 4 21345 2341 5 1342 5 13246 3142 6 3241 6 32147 31248 23149 243110 142311 3412Toute permutation π ∈ Sn a une unique dé
omposition 
omme un produit de transpo-



22 Chapitre I : Génération exhaustive de 
lasses d'objets 
ombinatoiressitions de la forme :
π = 〈p1, 1〉 · 〈p2, 2〉 · 〈p3, 3〉 · . . . · 〈pn, n〉 =

n∏

i=1

〈pi, i〉 (I.11)ave
 1 6 pi 6 i. Don
 (I.11) fournit une bije
tion Sn −→ Tn ave
 Tn = [1]× [2]× . . .× [n] ;de plus un mot p1p2p3 . . . pn ∈ Tn est une autre façon de représenter une permuta-tion : on appelera 
ette repésentation tableau des transpositions. D'un autre 
oté, un mot
p1p2p3 . . . pn ∈ Tn peut être vu 
omme la table d'inversions de la permutation σ ∈ Sn :
pi-1 est le nombre d'entrées σj > σi, j < i.La relation entre 
es deux repésentations n'a jamais été étudiée et est peut être unedire
tion de re
her
he intéressante.Soit maintenant l'ensemble Tn,k des mots dans Tn ave
 exa
tement k points �xes, 
'est-à-dire k entrées pi telles que pi = i. Puisque le nombre de `transpositions' 〈i, i〉 dans (I.11)est aussi le nombre de 
y
les dans π, Tn,k est l'ensemble des tableaux de transpositionsdes permutations dans Sn,k ; la relation (I.11) induit une bije
tion Sn,k −→ Tn,k.D'un autre 
oté, Tn,k est l'ensemble des tables d'inversions des permutations dans Snayant k minima gau
he-droite (en anglais left-to-right minima) ; un minimum gau
he-droitedans une permutation est une entrée plus petite que toutes les entrées à sa gau
he. Par
onséquent, on obtient le résultat bien 
onnu d'énumération : le nombre de permutationsdans Sn ave
 k minima gau
he-droite est aussi le nombre de Stirling signé s(n, k). Voirégalement [165℄.En général, une bije
tion entre deux ensembles ne 
onserve pas les petites modi�
ationsentre les objets ; C'est le 
as de la bije
tion Sn −→ Tn dé�nie pré
édemment. Par exemple,si π et π′ sont deux permutations telles que π′ = π · 〈a, b, c〉 alors la dé
omposition de π′peut di�érer de 
elle de π par beau
oup de transpositions : Prendre π = (7, 1, 2, 3, 4, 5, 6) =
〈1, 1〉 · 〈1, 2〉 · 〈1, 3〉 · 〈1, 4〉 · 〈1, 5〉 · 〈1, 6〉 · 〈1, 7〉 et π′ = (2, 1, 4, 3, 7, 5, 6) = π · 〈1, 3, 5〉 =
〈1, 1〉·〈1, 2〉·〈3, 3〉·〈3, 4〉·〈5, 5〉·〈5, 6〉·〈5, 7〉. Ré
iproquement, si deux dé
ompositions di�èrentpar au plus deux transpositions, alors les permutations 
orrespondantes peuvent di�érerpar beau
oup d'entrées : prendre π = (2, 3, 4, 5, 6, 1) = 〈1, 1〉·〈1, 2〉·〈2, 3〉·〈3, 4〉·〈4, 5〉·〈5, 6〉et π′ = (2, 4, 1, 6, 3, 5) = 〈1, 1〉 · 〈1, 2〉 · 〈2, 3〉 · 〈2, 4〉 · 〈4, 5〉 · 〈4, 6〉.Soit maintenant la liste Tn,k pour l'ensemble Tn,k, obtenue en remplaçant 
haque per-mutation de la liste Sn,k par son tableau de transpositions. De façon surprenante, deuxsuites 
onsé
utives dans Tn,k di�èrent en au plus deux positions et don
 
'est un 
ode deGray 
ode (voir la table 2). Ce résultat est présenté dans le pro
hain théorème. Malgrè laressemblan
e ave
 le théorème I.24, 
es deux théorèmes ne sont pas 
onséquen
es l'un del'autre.Théorème I.25. � Tn,k est à la fois un 
ode de Gray pour l'ensemble des permutationsde taille n ave
 k 
y
les dans leur représentation en tableau de transposition, et pourl'ensemble des permutations de taille n ave
 k minimum gau
he-droite dans leurreprésentation en table d'inversion.� Tn,k est partitionnée selon les su�xes et satisfait les desiderata de Walsh : la listepeut don
 être obtenue en une 
omplexité loopless. [175℄ .Il est important de noter que si on 
onsidère la liste des permutations ayant pour tableaud'inversions Tn,k, on n'obtient pas un 
ode de Gray pour les permutations ayant un nombre



I.3 : Génération en 
ode de Gray 23Table I.5 : Les listes S4,2 et T4,2. Chaque suite dans T4,2 est le tableau de transpositionsde la permutation 
orrespondante dans S4,2.
S4,2 T4,24213 12114321 12214132 11312143 11331342 12233241 12133124 11142314 11242431 11321423 12223412 1212donné de minima gau
he-droite. De façon ré
ursive, et en utilisant les dé�nitions (a), (b),(c), (d) et (e) on obtient naturellement un algorithme CAT pour la génération pour Sn,k.Le paragraphe suivant présente alors une 
onstru
tion ad-ho
 permettant d'obtenir un
ode de Gray optimal pour 
et ensemble.I.3.4 Permutations ayant un nombre donné de minima gau
he-droiteSoit σ ∈ Sn ; alors σi est un minimum gau
he-droite si σi < σj pour tout j < i.Pour 1 6 k 6 n, on note Sn,k l'ensemble des permutations de taille n ave
 exa
tement

k minima gau
he-droite. Par exemple, on a S3,1 = {123, 132}, S3,2 = {213, 231, 312} et
S3,3 = {321}. Naturellement, {Sn,k}16k6n forme une partition pour Sn et il est bien 
onnu(voir par exemple [165℄, p. 20) que la 
ardinalité de Sn,k est donnée par les nombres deStirling signés de première espè
e s(n, k) dé�nis dans le paragraphe pré
édent puisqu'ilsénumèrent aussi les permutations de taille n ayant k 
y
les [165, 179℄. C'est la raison pourlaquelle on 
onserve la notation Sn,k dans 
e paragraphe.Les fon
tions φn et ψn dé�nies dans le paragraphe pré
édent induisent une bije
tionentre Sn−1,k−1 ∪ [n − 1] × Sn−1,k et Sn,k telle que sa restri
tion à Sn−1,k−1 est φn et sarestri
tion à [n− 1]× Sn−1,k est ψn.Dé�nition I.26. 1. Pour 1 6 k < n, un entier i ∈ [n − 1] et une permutation γ ∈

Sn−1,k, on dé�nit une permutation de taille n, σ = ψn(i, γ) par
σ(j) =







γ(j) si j 6 i
n si j = i+ 1
γ(j − 1) sinon.2. Pour n > k > 2 et une permutation γ ∈ Sn−1,k−1, on dé�nit une permutation detaille n, σ = φn(γ) par

σ(j) =

{
n si j = 1
γ(j − 1) sinon.



24 Chapitre I : Génération exhaustive de 
lasses d'objets 
ombinatoiresD'un autre 
oté, on a une autre bije
tion entre Sn−1,k−1 ∪ [n]\{1} × Sn−1,k et Sn,k enremplaçant φn et ψn ave
 les deux fon
tions φ′n et ψ′
n données 
i-dessous.Dé�nition I.27. 1. Pour 1 6 k < n, un entier i ∈ [n]\{1} et une permutation γ ∈

Sn−1,k, on dé�nit une permutation de taille n, σ = ψ′
n(i, γ) par

σ(j) =







γ(j) si γ(j) 6 i− 1
i si j = n
γ(j) + 1 sinon.2. Pour n > k > 2 et une permutation γ ∈ Sn−1,k−1, on dé�nit une permutation detaille n, σ = φ′n(γ) par

σ(j) =

{
1 si j = n
γ(j) + 1 sinon.Lemme I.28. Soit γ une permutation de taille n − 1, si n > 3 et 1 6 i 6 n − 2, alors

ψ(i, γ) = ψ(i+ 1, γ) · 〈i+ 1, i+ 2〉.Lemme I.29. Soit γ une permutation de taille n − 1, si n > 3 et 1 6 i 6 n − 3, alors
ψ(i, γ) = ψ(i+ 2, γ) · 〈i+ 1, i+ 3, i+ 2〉.Ces deux lemmes peuvent aussi s'é
rire ave
 ψ′ :Lemme I.30. Soit γ une permutation de taille n − 1, si n > 3 et 2 6 i 6 n − 1, alors
ψ′(i, γ) = 〈i, i+ 1〉 · ψ′(i+ 1, γ).Lemme I.31. Soit γ une permutation de taille n − 1, si n > 3 et 2 6 i 6 n − 2, alors
ψ′(i, γ) = 〈i, i+ 1, i + 2〉 · ψ′(i+ 2, γ).L'ensemble Sn,k peut s'é
rire :

Sn,k =

n−1⋃

i=1

ψ(i, Sn−1,k) ∪ φ(Sn−1,k−1) (I.12)ave
 φ(Sn,0) et ψ(i, Sn,n+1) vides. Si on 
onsidère maintenant φ′ et ψ′, la relation devient
Sn,k =

n⋃

i=2

ψ′(i, Sn−1,k) ∪ φ′(Sn−1,k−1). (I.13)On dé�nit alors la liste Sn,k en 
onsidérant les 
inq 
as suivants. On donne égalementune représentation de la liste en montrant l'en
haînement des di�érentes sous-listes qui la
omposent.* k = n, n > 1 Sn,n, n > 1, 
ontient un seul élément (n, n− 1, . . . , 2, 1), (a)



I.3 : Génération en 
ode de Gray 25* k = 1, n > 2 Pour n > 2, on dé�nit les relations (b) :
• Pour n = 2, Sn,1 = (1, 2).
• Pour n = 2m > 2,
Sn,1 = ψ(n− 1,Sn−1,1) ◦

1
©

i=m−1
ψ(2i − 1,Sn−1,1)

(m+i−1) ◦
m−1
©
i=1

ψ(2i,Sn−1,1)
(m+i).

• Pour n = 2m+ 1 > 3,
Sn,1 = ψ(n− 1,Sn−1,1) ◦

1
©

i=m−1
ψ(2i,Sn−1,1)

(m+i) ◦
m
©
i=1

ψ(2i − 1,Sn−1,1)
(m−1+i).

8

n=8 n=9

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7Figure I.6 : Les relations (b) pour n = 8 et n = 9. Chaque point i 
orrespond à laliste ψ(i,Sn−1,1) et 
haque point en
er
lé i représente la liste ψ(i,Sn−1,1), i.e., la liste
ψ(i,Sn−1,1) dans l'ordre inverse. Par exemple, si n = 8 alors S8,1 = ψ(7,S7,1) ◦ψ(5,S7,1) ◦
ψ(3,S7,1) ◦ ψ(1,S7,1) ◦ ψ(2,S7,1) ◦ ψ(4,S7,1) ◦ ψ(6,S7,1).* k = n− 1, n > 3 On dé�nit les relations (c) (voir �gure I.7),

• Pour n = 2m > 4,
Sn,n−1 = ψ′(n,Sn−1,n−1) ◦ φ′(Sn−1,n−2) ◦

1
©

i=m−1
ψ′(2i,Sn−1,n−1) ◦

m
©
i=2

ψ′(2i− 1,Sn−1,n−1).
• Pour n = 2m+ 1 > 3,
Sn,n−1 = ψ′(n,Sn−1,n−1) ◦ φ′(Sn−1,n−2) ◦

2
©

i=m
ψ′(2i − 1,Sn−1,n−1) ◦

m
©
i=1

ψ′(2i,Sn−1,n−1).Notons que 
es relations utilisent ψ′ et φ′ au lieu de ψ et φ.
2

n=8 n=90 0

8532 4 6 7 9876543Figure I.7 : Les relations (c) pour n = 8 et n = 9. Chaque point i 6= 0 
orrespond àla liste ψ′(i,Sn−1,n−1) et le point 0 représente la liste φ′(Sn−1,n−2). Par exemple, si n = 8alors S8,7 = ψ′(8,S7,7)◦φ′(S7,6)◦ψ′(6,S7,7)◦ψ′(4,S7,7)◦ψ′(2,S7,7)◦ψ′(3,S7,7)◦ψ′(5,S7,7)◦
ψ′(7,S7,7).* k = n− 2, n > 4 On dé�nit les relations (d) (voir �gure I.8),
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• Pour n = 2m > 4,
Sn,n−2 = ψ(n − 1,Sn−1,n−2) ◦ φ(Sn−1,n−3) ◦

1
©

i=m−1
ψ(2i − 1,Sn−1,n−2)

(m+i−1)

◦
m−1
©
i=1

ψ(2i,Sn−1,n−2)
(m+i).

• Pour n = 2m+ 1 > 5,
Sn,n−2 = ψ(n − 1,Sn−1,n−2) ◦ φ(Sn−1,n−3) ◦

1
©

i=m−1
ψ(2i,Sn−1,n−2)

(m+i) ◦
m
©
i=1
ψ(2i −

1,Sn−1,n−2)
(m+1+i).

0n=8 n=9

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7 8

0Figure I.8 : Les relations (d) pour n = 8 et n = 9. Chaque point i 6= 0 
orrespond à laliste ψ(i,Sn−1,n−2) et le point 0 est la liste φ(Sn−1,n−3). Quand le point est en
er
lé, on
onsidere la liste en ordre inverse. Par exemple, si n = 8 alors S8,6 = ψ(7,S7,6) ◦ φ(S7,5) ◦
ψ(5,S7,6) ◦ ψ(3,S7,6) ◦ ψ(1,S7,6) ◦ ψ(2,S7,6) ◦ ψ(4,S7,6) ◦ ψ(6,S7,6).* 2 6 k 6 n− 3 Si 2 6 k 6 n− 3, on dé�nit les relations (e) (voir �gure I.9)

• Pour n = 2m, k impair,
Sn,k = ψ(n − 1,Sn−1,k) ◦

1
©

i=m−1
ψ(2i − 1,Sn−1,k)

(m+i) ◦
(k−1)/2

©
i=1

ψ(2i,

Sn−1,k)
(m+i+1) ◦ φ(Sn−1,k−1)

m+(k−1)/2 ◦
m−1
©

i=(k+1)/2
ψ(2i,Sn−1,k−1)

(m+i).

• Pour n = 2m, k pair,
Sn,k = ψ(n − 1,Sn−1,k) ◦

(k+2)/2

©
i=m−1

ψ(2i− 1,Sn−1,k)
(m+i) ◦ φ(Sn−1,k−1)

m+ k
2

◦
1
©

i=k/2
ψ(2i − 1,Sn−1,k)(m+i−1) ◦

m−1
©
i=1

ψ(2i,Sn−1,k−1)
(m+i).

• Pour n = 2m+ 1, k impair,
Sn,k = ψ(n − 1,Sn−1,k) ◦

(k+1)/2

©
i=m−1

ψ(2i,Sn−1,k)(m+i−1) ◦ φ(Sn−1,k−1)
m+ k+1

2

◦
1
©

i=(k−1)/2
ψ(2i,Sn−1,k)(m+i) ◦

m
©
i=1
ψ(2i − 1,Sn−1,k−1)

(m+i+1).

• Pour n = 2m+ 1, k pair,
Sn,k = ψ(n − 1,Sn−1,k) ◦

1
©

i=m−1
ψ(2i,Sn−1,k)(m+i−1) ◦

(k−1)/2

©
i=1

ψ(2i − 1,

Sn−1,k)
(m+i) ◦ φ(Sn−1,k−1)

m+(k+1)/2 ◦
m
©

i=(k+1)/2
ψ(2i − 1,Sn−1,k−1)

(m+i+1).Théorème I.32. La famille de listes {Sn,k}n>k>1 est un 
ode de Gray optimal.La démonstration se fait par ré
urren
e et 
onsiste à examiner toutes les transitionsentre les sous-listes dans les relations (a)-(e).
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0

n=8

1 2 3 4 5 6 7

n=9

1 2 3 4 5 6 7 8

n=8

1 2 3 4 5 6 7

n=9

1 3 4 5 6 7 8

k=4

k=3

2

k=3

k=4

0 0

0Figure I.9 : Les relations (e) pour n = 8, 9 et k = 3, 4. Chaque point i 6= 0 
orrespondà la liste ψ(i,Sn−1,k) et le point 0 est la liste φ(Sn−1,k−1). Quand le point est en
er
lé, on
onsidère la liste en ordre inverse. Par exemple, si n = 8 et k = 4 alors S8,4 = ψ(7,S7,4) ◦
ψ(5,S7,4) ◦ φ(S7,3) ◦ ψ(3,S7,4) ◦ ψ(1,S7,4) ◦ ψ(2,S7,4) ◦ ψ(4,S7,4) ◦ ψ(6,S7,4).Table I.6 : Les listes S3,k, 1 6 k 6 3, et S4,k pour 1 6 k 6 4. Par exemple, dans S4,2 lessous-listes de la relation (d), ψ(3,S3,2), φ(S3,1), ψ(1,S3,2), et ψ(2,S3,2), sont alternative-ment en gras et en italique.

S3,1 S3,2 S3,3 S4,1 S4,2 S4,3 S4,41 123 1 213 1 321 1 1234 1 2134 1 3214 1 43212 132 2 231 2 1324 2 2314 2 32413 312 3 1423 3 3124 3 34214 1432 4 4132 4 42315 1342 5 4123 5 43126 1243 6 2413 6 42137 24318 34129 314210 234111 2143Etant donné que l'on a utilisé une dé�nition ré
ursive du 
ode de Gray, l'implantationd'un algorithme CAT pour l'obtention de 
ette liste s'obtient naturellement. Une appletjava est disponible sur le site http ://www.u-bourgogne.fr/jl.baril.I.3.5 Permutations évitant un ensemble de motifsDans 
e paragraphe on donne une 
onstru
tion de 
odes de Gray uni�ée pour un grandnombre de 
lasses de permutations évitant un ensemble de motifs.Soit σ ∈ Sn ; les sites de σ sont les positions entre deux entrées 
onsé
utives, avant lapremière entrée et après la dernière. On suppose que les sites sont numérotés de la droitevers la gau
he de 1 à n + 1. Par exemple, le troisième site de la permutation σ = 463512est entre 5 et 1. De plus, soit σ ∈ Sn(T ), où T est un ensemble de motifs à ex
lure, on diraque le i-ième site de σ est a
tif si la permutation γ obtenue à partir de σ en insérant (n+1)sur 
e site appartient à Sn+1(T ). On notera 
ette permutation γ par φ(i, σ) et nous dironsque γ est un su

esseur (ou �ls) de σ. Les sites a
tifs d'une permutation σ ∈ Sn(T ) sontressérés à droite (voir [67℄) si tous les sites à droite du site a
tif le plus à gau
he sont aussi
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tifs. On note par χT (i, σ) le nombre de sites a
tifs de φ(i, σ). Un ensemble de motifs Test appelé régulier [67℄ si pour tout n > 1 et γ ∈ Sn(T ),- γ a au moins deux sites a
tifs, et les sites a
tifs de γ sont ressérés à droite,- il existe σ ∈ Sn−1(T ) et un entier i, 1 6 i 6 n, tel que γ = φ(i, σ),- χT (i, σ) ne dépend pas de σ mais seulement du nombre k de sites a
tifs de σ ; dans
e 
as, on note χT (i, σ) par χT (i, k) si σ a k sites a
tifs.Pour la suite de 
e paragraphe, on ne 
onsidère que des ensembles de motifs T réguliers.Maintenant, pour 
haque n > 1 et pour 
haque permutation σ ∈ Sn(T ), on asso
ie :- une dire
tion : haut ou bas ; une permutation σ ave
 la dire
tion haut (bas respe
ti-vement) sera notée par σ1 (σ0 respe
tivement). Une telle permutation sera appeléepermutation orientée.- Une liste de ses su

esseurs 
onsidérés ave
 leur dire
tions, i.e. une liste 
ontenantdes φ(i, σ)j où j ∈ {0, 1} et les indi
es i sont les sites a
tifs de σ dans un ordre quel'on va expli
iter 
i-dessous.La liste des su

esseurs de σ0 sera obtenue en renversant l'ordre de la liste des su

esseursde σ1 et en inversant la dire
tion de 
haque élément de la liste.Soit σ1 une permutation orientée dans Sn(T ) ave
 k sites a
tifs et soit L la suite unimodaled'entiers où L(i) est le i-ième (1 6 i 6 k) entier de la suite L suivante :
L =

{
3, 5, . . . , (k − 3), (k − 1), k, (k − 2), (k − 4), . . . , 4, 2, 1 si k est pair,
3, 5, . . . , (k − 4), (k − 2), k, (k − 1), (k − 3), . . . , 4, 2, 1 si k est impair.On 
onsidère aussi la suite L′ dé�nie par :

L′ =

{
2, 4, . . . , (k − 4), (k − 2), k, (k − 1), (k − 3), . . . , 5, 3, 1 si k est pair,
2, 4, . . . , (k − 3), (k − 1), k, (k − 2), (k − 4), . . . , 5, 3, 1 si k est impair.Soit Π(σ1) la liste des su

esseurs de σ1 
ontenant les k permutations orientées dans

Sn+1(T ) telle que : le j-ième élément est φ(L(j), σ)(i−1) mod 2 pour 1 6 j 6 k − 1 etle k-ième élément est φ(L(k), σ)1. De plus, si on rempla
e la suite L par L′ dans 
ettedé�nition, on obtient une liste notée Π′(σ1). Les �gures I.10 et I.11 illustrent les di�érents
as pour les listes Π(σ) et Π′(σ) lorsque σ possède k = 7 ou k = 8 sites a
tifs.
12345678

k=7 k=8

1234567Figure I.10 : Si k = 7 alors Π(σ1) est la liste
φ(3, σ)0, φ(5, σ)1, φ(7, σ)0, φ(6, σ)1, φ(4, σ)0, φ(2, σ)1, φ(1, σ)1 ; si k = 8, Π(σ1) est
φ(3, σ)0, φ(5, σ)1, φ(7, σ)0, φ(8, σ)1, φ(6, σ)0, φ(4, σ)1, φ(2, σ)0, φ(1, σ)1. Chaque point(resp. point en
er
lé) étiqueté par ℓ ∈ [1..k] représente φ(ℓ, σ)1 (resp. φ(ℓ, σ)0).
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k=8

123456781234567

k=7Figure I.11 : Si k = 7 alors Π′(σ1) est la liste
φ(2, σ)0, φ(4, σ)1, φ(6, σ)0, φ(7, σ)1, φ(5, σ)0, φ(3, σ)1, φ(1, σ)1 ; si k = 8, Π′(σ1) est
φ(2, σ)0, φ(4, σ)1, φ(6, σ)0, φ(8, σ)1, φ(7, σ)0, φ(5, σ)1, φ(3, σ)0, φ(1, σ)1. Chaque point(resp. point en
er
lé) étiqueté par ℓ ∈ [1..k] represente φ(ℓ, σ)1 (resp. φ(ℓ, σ)0).Posons dn = 
ard(Sn(T )). On dé�nit alors ré
ursivement le 
ode de Gray Sn(T ) pourl'ensemble Sn(T ) :

Sn(T ) =

{
10 si n = 1

©dn−1

i=1 Π̃(σ[i]) sinon,où - σ[i] est la i-ième permutation orientée de la liste Sn−1(T ),- Π̃(σ[i]) = Π′(σ[i]) si : la dire
tion de σ[i] est 0 et la dire
tion de σ[i + 1] est 1 ; σ[i]et σ[i + 1] di�èrent en trois positions et ont respe
tivement au moins trois �ls etexa
tement deux �ls,- Π̃(σ[i]) = Π′(σ[i]) si : la dire
tion de σ[i] est 1 et la dire
tion de σ[i − 1] est 0 ; σ[i]et σ[i − 1] di�èrent de trois positions et ont respe
tivement au moins trois �ls etexa
tement deux �ls,- Π̃(σ[i]) = Π(σ[i]) sinon.La table I.7 illustre notre 
onstru
tion pour S5(321) et S5(312). Notons que les listes Π et
Π′ apparaîssent dans la 
onstru
tion du 
ode Gray S5(321) ; mais seulement les listes dela forme Π sont utilisées pour S5(312).Maintenant nous étudions plusieurs propriétés qui vont nous permettre de prouver que 
ettedé�nition induit presque toujours des 
odes de Gray tels que deux éléments 
onsé
utifs dela liste di�èrent en au plus trois positions. Si L est une liste, on note par prem(L) et der(L)le premier et dernier élément de L.Proposition I.33. Soit T un ensemble régulier de motifs. La liste Sn(T ) 
ontient exa
te-ment une et une seule fois 
haque permutations de Sn(T ). Le premier élément de la listeest 123 . . . (n− 1)n et le dernier est 2134 . . . (n− 1)n.Lemme I.34. Soit T un ensemble régulier de motifs. Soit σ une permutation dans Sn(T ),et soit r ∈ {0, 1} sa dire
tion, alors deux permutations su

essives dans Π(σr) di�èrent enau plus trois positions.Lemme I.35. Soit T un ensemble régulier de motifs. Soient σ1 et γ0 deux permutationsorientées 
onsé
utives dans la liste Sn(T ). Alors d(σ, γ) = d(der(Π(σ1)), prem(Π(γ0))).Lemme I.36. Soit T un ensemble régulier de motifs. Soient σ0 et γ1 deux permutationsorientées 
onsé
utives dans la liste Sn(T ). Si les deux permutations σ et γ ont au moinstrois su

esseurs alors on a : d(σ, γ) = d(der(Π(σ0)), prem(Π(γ1))).Lemme I.37. Soit T un ensemble régulier de motifs. Soient σ0 et γ1 deux permutationsorientées 
onsé
utives dans la liste Sn(T ). Si les deux permutations σ et γ ont deux su
-
esseurs, on a : d(σ, γ) = d(der(Π(σ0)), prem(Π(γ1))).
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lasses d'objets 
ombinatoiresLemme I.38. Soit T un ensemble régulier de motifs. Soient σ0 et γ1 deux permutationsorientées 
onsé
utives dans la liste Sn(T ) telles que σ = γ · 〈n − 1, n〉. Si σ a au moinstrois �ls et γ a deux �ls alors on a : d(der(Π(σ0)), prem(Π(γ1))) = 3.Lemme I.39. Soit T un ensemble régulier de motifs. Soient σ0 et γ1 deux permutationsorientées 
onsé
utives dans la liste Sn(T ) telles que σ et γ di�èrent en trois positions. Si
σ a deux �ls (resp. au moins trois �ls) et γ a au moins trois �ls (resp. exa
tement deux�ls), alors on a : d(der(Π(σ0)), prem(Π(γ1))) = 3.Lemme I.40. Soit T un ensemble régulier de motifs. Soient σ1 et γ1 deux permutationsorientées 
onsé
utives dans la liste Sn(T ) telles que σ = γ · 〈n−1, n〉. Si γ a au moins trois�ls, alors on a : d(der(Π(σ1)), prem(Π(γ1))) = 2. D'un autre 
oté, si γ a deux �ls alors ona : d(der(Π(σ1)), prem(Π(γ1))) = 3.Remarquons alors que :- si χT (i, k) = 2 pour tout i et k, alors la liste Sn(T ) dé�nie 
i-dessus est un 
ode deGray 
y
lique pour Sn(T ) tel que deux éléments 
onsé
utifs dans la liste di�èrent sur deuxpositions. En e�et, il su�t d'appliquer les lemmes I.34, I.35, et I.37.- si χT (i, k) > 3 pour tout i et k, alors la liste Sn(T ) dé�nie 
i-dessus est un 
ode de Gray
y
lique pour Sn(T ). Deux éléments 
onsé
utifs dans la liste di�èrent sur au plus troispositions. Il su�t d'appliquer les lemmes I.34, I.35, I.36 et I.40.Dans la table I.8, on donne plusieurs ensembles T de motifs pour lesquels on peut ap-pliquer notre 
onstru
tion dans le but d'obtenir des 
odes de Gray pour Sn(T ). Notons que
ette 
onstru
tion nous permet d'obtenir des 
odes de Gray optimaux pour S2n+1(321) et
S2n+1(312), n > 0 (voir la table I.7). En e�et, la di�éren
e entre le nombre de permutationspaires et impaires dans S2n+1(321) (resp. S2n+1(312)) est au moins deux (voir [160℄). Don
nous ne pouvons pas avoir un 
ode de Gray tel que deux permutations 
onsé
utives dif-fèrent par une transposition. Puisque la di�éren
e entre le nombre de permutations paireset impaires dans S2n(321) (resp. S2n(312)) est zéro, nous ne pouvons pas déduire l'optima-lité de notre 
ode de Gray pour S2n(321) (resp. S2n(312)) ainsi que pour d'autres 
lasses.Le 
ode de Gray pour Sn(321, 312) est optimal et il 
orrespond à 
elui trouvé dans [94℄ parune autre méthode.I.4 Con
lusion - perspe
tivesCe 
hapitre expose mes travaux 
on
ernant la génération exhaustive d'une 
lasse d'ob-jets 
ombinatoires. La plupart des résultats obtenus étudient la génération de 
lasses depermutations parti
ulières. Cependant, il reste plusieurs problèmes ouvert dans 
e domaine.On peut se demander si les 
lasses S2n(321) et S2n(312) admettent des 
odes de Gray telsque deux permutations su

essives di�èrent en au plus deux positions. On peut égalementse poser la question de l'existen
e d'un 
ode de Gray pour la 
lasse de permutations ayantun nombre donné de des
entes ou de la 
lasse des permutations ayant un nombre donnéd'ex
édan
es. Il reste don
 en
ore de nombreuses 
lasses de permutations à explorer. En-�n, on peut aussi 
iter le problème du 'middle level' qui résiste en
ore à l'ensemble de la
ommunauté. Il s'agit de trouver un 
ode de Gray de l'ensemble des mots binaires de tailleimpaire 2n+ 1 ayant n ou n+ 1 uns...
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Table I.7 : Les 
odes de Gray optimaux pour S5(312) et S5(321). Deux éléments 
onsé-
utifs di�èrent en au plus trois positions.
S5(312) S5(321)12345 32145 24315 12345 13245 2314512354 32154 24351 12354 13254 2315412543 32541 25431 15234 13524 2351412453 32451 24531 51234 13452 2345112435 32415 23541 12534 13425 2341514325 43215 23451 12453 34125 2413514352 43251 23415 12435 34152 2415315432 45321 23154 41235 34512 2451314532 54321 23145 41253 31452 2145313542 43521 21435 45123 31425 2143513452 34521 21453 41523 31524 2153413425 35421 21543 14523 35124 2513413254 34251 21354 14253 31254 2135413245 34215 21345 14235 31245 21345
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Table I.8 : Classes de permutations évitant les motifs de T ave
 leur fon
tions de su

ession
χT (i, k). On donne aussi les di�érents lemmes utilisés pour la preuve du 
ode de Gray. On 
ompareaussi les nombres maximum des di�éren
es de position entre deux permutations 
onsé
utives dans[67℄ et dans notre 
ode de Gray B. Un point dans la dernière 
olonne signi�e qu'il n'y a pas de
ode de Gray 
onnu pour 
ette 
lasse dans la littérature.Classes T χT (i, k) Lemmes [67℄,B

2n−1 [11℄ {321, 312} 2 I.34, I.35, I.37 3, 2Catalan[176℄ {312} i + 1 I.34, I.35, I.36, I.38, I.40 5, 3

{321}
k + 1 si i = 1
i sinon I.34, I.35, I.36, I.38, I.39, I.40 5, 3Indi
e pairFibona

i[11℄ {321, 3412}
k + 1 si i = 1
2 sinon I.34, I.35, I.37, I.38, I.40 5, 3

{321, 4123}
3 si i = 1
i sinon I.34, I.35, I.36, I.37, I.38, I.40 5, 3

{321, 4321}
3 si i = 3 & k = 3
i + 1 sinon I.34, I.35, I.36, I.38, I.40 ·, 3Pell [11℄ {321, 3412, 4123}
3 si i = 1
2 sinon I.34, I.35, I.37, I.38, I.40 5, 3

{312, 4321, 3421}
3 si i = 2
2 sinon I.34, I.35, I.37, I.38, I.40 ·, 3S
hröder [85℄ {4321, 4312}
k + 1 si i = 1 ou i = 2
i sinon I.34, I.35, I.36, I.38, I.40 5, 3

{4231, 4132}
k + 1 si i = 1 ou i = k

i + 1 sinon I.34, I.35, I.36, I.38, I.40 5, 3

{4123, 4213}
k + 1 si k − 1 6 i 6 k

i + 2 sinon I.34, I.35, I.36, I.38, I.40 5, 3Coe�
ientbinomial
entral[85℄ {4321, 4231, 4312, 4132}
k + 1 si i = 1
3 si i = 2
i sinon I.34, I.35, I.36, I.38, I.40 5, 3

{4231, 4132, 4213, 4123}
3 si i = 1
i + 1 sinon I.34, I.35, I.36, I.38, I.40 5, 3Motifsgénéralisés[11, 54℄ {321, (p + 1)12 . . . p}
k + 1 si i = 1 & k < p

p si i = 1 & k = p

i sinon I.34, I.35, I.36, I.38, I.39, I.40 5, 3

{321, 3412, (p + 1)12 . . . p}
k + 1 si i = 1 & k < p

p si i = 1 & k = p

2 sinon I.34, I.35, I.37, I.38, I.40 5, 3Motzkingénéralisé[10℄ pour p > 2, {321,

(p + 2)1̄(p + 3)2 . . . (p + 1)}

k + 1 si i = 1
i si 2 6 i 6 p

i − 1 sinon I.34, I.35, I.36, I.38, I.39, I.40 ·, 3S
hrödergénéralisé [102℄ ∪τ∈S
n−1

{(p + 1)τp}
k + 1

si k 6 p ou
p + i > k + 1

i + p − 1 sinon I.34, I.35, I.36, I.38, I.40 5, 3



Chapitre IIEtude de stru
tures énumérées parles nombres de Catalan
II.1 Introdu
tionUn grand nombre de 
lasses d'objets 
ombinatoires sont énumérées par les nombresde Catalan. C'est par exemple le 
as, parmi d'autres, des suites de ballot, des arbresbinaires, mots ou 
hemins de Dy
k, des tableaux de Young, des permutations triables ave
une pile, des bons parenthésages, des permutations évitant un motif de longueur trois,triangulations,... Une liste de plus de soixante sortes de telles 
lasses 
ombinatoires sontrépertoriées par Stanley dans [164℄.D'un point de vue de la théorie des ordres, il existe des ordres partiels sur les ensemblesde Catalan qui induisent une stru
ture de treillis. Le plus 
onnu est le treillis de Tamariqui peut être obtenu de façon équivalente de trois façons di�érentes. En e�et, les re
ouvre-ments 
orrespondent aux transformations élémentaires dans trois 
lasses de Catalan : une'reparenthèsisation' (x(yz))→ ((xy)z) [79℄, une rotation sur les arbres binaires [132, 161℄,et une bas
ule (�ip en anglais) d'une diagonale dans les triangulations [88, 161℄. Voir aussila référen
e [127℄. Ensuite il y a le treillis des partitions non-
roisées [103℄ : le treillis deKreweras. Deux partitions π et π′ véri�ent π 6 π′ si 
haque blo
 de π est un sous-ensembled'un blo
 de π′. Voir [68, 69, 137, 158℄ et de nombreuses autres référen
es dans le survey[159℄. Il y a aussi le treillis de Stanley qui opère sur les 
hemins de Dy
k [164℄. Plus ré-
emment, un lien entre les mots de Dy
k, les partitions non-
roisées et les permutationsévitant le motif 321 permet de dé�nir une stru
ture de treillis distributif sur 
es ensemblesde Catalan [8, 75℄.Dans la deuxième partie de 
e 
hapitre, on présente deux nouvelles stru
tures en treillissur des ensembles énumérés par les nombres de Catalan. La première 
onsiste en untreillis sur les mots de Dy
k, ou de façon équivalente sur les parenthésages bien formés ; letreillis "phago
yte" opère une mutation sur les parenthèsages de la manière suivante : unsous-parenthésage w((· · · (()) · · · )) est transformé en ((· · · ((w)) · · · )). La se
onde exhibele treillis 'taille-gre�e' (en anglais, pruning-grafting) sur les arbres binaires dont la trans-



34 Chapitre II : Etude de stru
tures énumérées par les nombres de Catalanformation élémentaire 
onsiste à tailler une 
erise pour ensuite la gre�er sur la bran
heimmédiatement à gau
he.Dans la troisième partie de 
e 
hapitre, on étudie la distan
e de rotation entre deuxarbres binaires. Le problème de déterminer en temps polynomial la taille du plus petit
hemin entre deux arbres binaires situés dans le treillis de Tamari reste en
ore ouvert. Onfournit i
i un algorithme d'approximation de 
ette distan
e en temps polynomial.II.2 Treillis de CatalanII.2.1 Le treillis `Phago
yte'Soit D l'ensemble des mots de Dy
k sur l'alphabet {(, )}. Il s'agit du langage généré parla grammaire S → λ|(S)|SS, i.e. l'ensemble des mots 
onstitués des bons parenthèsages.Notons Dn l'ensemble des mots de Dy
k ave
 n parenthèses ouvrantes et n fermantes. La
ardinalité de Dn est le n-ième nombre de Catalan : card(Dn) = (2n)!/(n!(n + 1)!). Lesparenthèses ouvrantes (resp. fermantes) de w ∈ Dn sont numérotées de 1 à n en par
ourant
w de la gau
he vers la droite.Une partition b1/b2/ · · · /bk de [1, n] = {1, 2, · · · , n} en blo
s bi est dite non-
roisée s'iln'existe pas quatre nombres p < q < r < s tels que p, r ∈ bi et q, s ∈ bj ave
 i 6= j. Don

146/23/5 est une partition non-
roisée de [1, 6] (n
p en abrégé) alors que 135/2/46 est 
roi-sée. Notons NCn l'ensemble de tous les n
p de [1, n]. Nous avons card(NCn) = card(Dn).Une n
p sera é
rite en listant les éléments dans 
haque blo
 en ordre 
roissant, et lesblo
s en ordre 
oissant de leur minima. Il y a di�érentes façons de représenter une n
p.Par exemple, dans une représentation linéaire, [1..n] apparaît 
lassiquement sur une droiteréelle et des éléments su

essifs dans un même blo
 sont joints par un ar
 dans le pre-mier quadrant. Dans 
ette se
tion, on utilisera la représentation 
anonique : soit une n
p
π ∈ NCn, on dé�nit la relation Rπ sur [1..n] par iRπj si et seulement si i est le plus petitélément du blo
 de π qui 
ontient j (i 6 j). La représentation 
anonique de π est obtenueen traçant le graphe orienté de Rπ sur le premier quadrant. Dans 
es deux représentations,la propriété 'non-
roisée' de la partition 
orrespond au fait que les ar
s ne s'interse
tentjamais.Puisque card(Dn) = card(NCn), il y a une bije
tion expli
ite entre Dn et NCn [81, 82,158, 159℄. Soit une n
p π ∈ NCn et sa représentation 
anonique ; pour 
haque élémentvisité i ∈ [1, n] (pour i allant de 1 à n), on é
rit r parenthèses ouvrantes (r > 0) si il ya r ar
s 
ommençant en i, puis on é
rit une parenthèse fermante puisqu'il y a toujoursexa
tement un seul ar
 �nissant en i. La �gure II.1 illustre 
ette bije
tion.

w = ((()(()))(()())())
πw = 149/23/57/6/8
cw = (1, 2, 2, 1, 5, 6, 5, 8, 1)On note par πw la n
p 
orrespondante au mot de Dy
k w. Remarquons alors que lenombre nbl(πw) de blo
s de πw est égal au nombre d'o

urren
es de "()" dans w. Soit

w ∈ Dn, on dé�nit aussi le ve
teur cw ou cw[i] est le plus petit élément du blo
 de πw qui
ontient i (1 6 i 6 n).
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1 92 3 4 5 6 7 8Figure II.1 : La représentation 
anonique du mot de Dy
k w ∈ D9Dans la suite, la relation d'in
lusion stri
te (respe
tivement large) sera notée par lesymbole ⊂ (respe
tivement ⊆).Dé�nition II.1. La transformation 'phago
yte' −→ sur Dn est dé�nie par w −→ w′ sion a : w = u′v(n)nu

′′ et w′ = u′(nv)nu
′′, où v est un mot de Dy
k non-vide, n > 1 et

u′, u
′′ ∈ {(, )}∗. On note ∗−→ la 
loture ré�exive et transitive de −→.

()()()()

1/2/3/4
()(())() (()())()(()()())()(()())()()(()) (())()()

()((())) (()(()))

134/2

((()()))

12/34

(())(()) ((())()) ((()))()

1234

(((())))

12/3/4 1/2/3413/2/4 1/24/31/23/414/2/3

123/4 1/234124/3 14/23

Figure II.2 : Le treillis phago
yte D4.Lemme II.2. Pour tout w,w′ ∈ Dn, on a w −→ w′ si et seulement si πw et πw′ véri�ent :� un blo
 de πw′ est l'union de deux blo
s b1 et b2 de πw où min(b1) < min(b2) et
b2 = [min(b2),max(b2)] est un intervalle,� 
haque blo
 de πw di�érent de b1 et b2 est aussi un blo
 de πw′.Proposition II.3. (Dn, ∗−→) est un ensemble partiellement ordonné ave
 un zéro 0 =

()() . . . () et un 1 = ((. . . () . . .)) ; il est gradué par la fon
tion de rang r(w) = n− nbl(πw).Voir le diagramme de D4 dans la �gure II.2.Théorème II.4. Pour tout w,w′ ∈ Dn, on a w ∗−→ w′ si et seulement si les deux 
ondi-tions suivantes sont véri�ées :� (C1) 
haque blo
 de πw est in
lu dans un blo
 de πw′,
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tures énumérées par les nombres de Catalan� (C2) pour tous blo
s b1, b2 ∈ πw, b′ ∈ πw′ tels que b1 ∪ b2 ⊂ b′ et min(b1) < min(b2)alors [min(b2),max(b2)] ⊂ b′.Remarque : La 
ondition (C1) est l'ordre bien 
onnu sur les partitions [103, 159℄. La 
ondition(C2) signi�e que tout blo
 b′ ∈ πw′ est fait d'un blo
 bi ∈ πw et d'un ou plusieurs intervallesdisjoints [k, l] pour lesquels un blo
 bj ∈ πw (j > i) existe tel que k = min(bj) et l = max(bj).
⋄

w = (()(())(())((())))

w1 = (()((((())(())))))

1 2

1

3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9

i=1 j=5V

W=

W=Figure II.3 : Une transformation 'phago
yte' w −→ w1 ; πw = 19/23/45/678 et πw1
=

19/23678/45.Théorème II.5. Pour tout n, l'ensemble partiellement ordonné (Dn,
∗−→) est un treillis.Dans la proposition suivante, on énumère les éléments max-irrédu
tibles et min-irrédu
tiblesde Dn. Rappelons que x ∈ Dn est max-(resp. min)-irrédu
tible si x = a∨b (resp. x = a∧b)implique x = a ou x = b. En d'autres termes, les éléments max-(resp. min)-irrédu
tiblessont 
eux qui ont un unique prédé
esseur (resp. su

esseur).Proposition II.6. Le nombre d'éléments max-irrédu
tibles dans le treillis 'phago
yte' Dnest n(n− 1)/2.Proposition II.7. Le nombre d'éléments min-irrédu
tibles dans le treillis 'phago
yte' Dnest 2n−1 − 1.En utilisant le théorème II.4, on donne i
i deux algorithmes pour 
al
uler le min w∧w′et le max w ∨ w′ de deux mots de Dy
k w,w′ ∈ Dn.Algorithm min :for i := 1 to n do cw∧w′ [i] := 0 enddofor i := 1 to n do



II.2 : Treillis de Catalan 37if cw∧w′ [i] = 0 thenif cw[i] < i or cw′ [i] < i then
j0 := i ;for j := i to n doif cw∧w′ [j] = 0 and cw[j] = cw[i] and cw′ [j] = cw′ [i] then

cw∧w′ [j] := j0 ;else j0 := j ; endifenddoelsefor j := i to n doif cw[j] = i and cw′ [j] = i then
cw∧w′ [j] := i ; endifenddoendifendifenddoLa 
omplexité en espa
e est O(n). La 
omplexité en temps est O(n2).On peut aussi dé�nir un algorithme ré
ursif pour 
al
uler le max π ⊔ π′ de deux n
p

π et π′ dans le treillis 
lassique des partitions non-
roisées. Don
 on suppose que cw⊔w′est déjà 
al
ulé pour tout w,w′ ∈ Dn. Supposons que cw et cw′ sont déterminés. Soit dw(respe
tivement dw′) le ve
teur dé�ni par dw[i] (respe
tivement dw′ [i]) 
omme étant le plusgrand élément du blo
 de πw (respe
tivement πw′) qui 
ontient i.Algorithm max.for i := 1 to n doif cw∨w′ [i] = 0 thenfor j := i to n doif cw⊔w′ [j] = cw⊔w′ [i] then
cw∨w′ [j] := cw⊔w′[i] ;if cw[j] 6= cw[i] thenfor k := j + 1 to dw[j] do

cw∨w′ [k] := cw⊔w′ [i] ; enddoendifif cw′ [j] 6= cw′ [i] thenfor k := j + 1 to dw′ [j] do
cw∨w′ [k] := cw⊔w′ [i] ; enddoendifendifenddoendifenddoPar exemple, si πw = 149/23/57/6/8 et πw′ = 147/23/56/89, les algorithmes donnent

πw∧w′ = 14/23/5/6/7/8/9 et πw∨w′ = 1456789/23.
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tures énumérées par les nombres de CatalanEn 
on
lusion, nous avons dé�ni une nouvelle stru
ture sur les mots de Dy
k (paren-thésages).La transformation v() → (v) dé�nie dans [81℄ est un 
as parti
ulier de la transformation'phago
yte'. Cependant, l'ensemble partiellement ordonné obtenu par 
ette transformationn'est pas un treillis. Il est toutefois semi-modulaire 
e qui permet à Pallo et Germain de
al
uler la distan
e du plus 
ourt 
hemin [117℄.Il reste à examiner plusieurs problèmes.Est-
e qu'il existe un algorithme pour 
al
uler la fon
tion de Möbius du treillis 'phago
yte'
omme dans [131℄ ?Des 
al
uls expérimentaux montrent que le nombre de re
ouvrements cov(n) de Dn estégal à 3(2n + 2)!/((n + 1)!(n + 4)!) pour de petites valeurs de n (n 6 6). Nous obtenonsles premiers termes de la suite A003517=[1, 6, 27, 110, · · · ] trouvée dans Sloane En
y
lo-pedia [162℄. Peut-on prouver que 
'est bien 
ette suite ? Est-
e qu'il existe un algorithmeen temps polynomial pour 
al
uler la distan
e minimale entre deux mots de Dy
k dansle treillis 'phago
yte' [117℄ ? Si oui, une nouvelle distan
e du plus 
ourt 
hemin pour-rait être obtenue et ajoutée aux distan
es déjà existantes sur les ensembles de Catalan[40, 81, 130, 124, 132, 128, 161℄.II.2.2 La transformation de taille-gre�eDans 
e paragraphe, on dé�nit une nouvelle transformation sur les arbres binaires quipeut être 
ara
térisée à l'aide des suites de distribution. Cela induit une nouvelle stru
turede treillis sur Bn.Un arbre binaire ave
 une ra
ine, ordonné, est un arbre non étiqueté dans lequel tousles noeuds sont soit une feuille (i.e. un noeud sans �ls) soit un noeud interne © ayantdeux �ls. On note par Bn l'ensemble des arbres binaires ave
 n noeuds internes (don
ave
 n+ 1 feuilles). Il est bien 
onnu que 
ard(Bn) = |Bn| est égal au nombre de Catalan
(
2n
n

)
/(n+1). L'ensemble B des arbres binaires est ré
ursivement dé�ni par B = +©BBen notation polonaise. Il est bien 
onnu qu'une suite de n 
er
les et (n+1) 
arrés 
orrespondà la notation polonaise d'un arbre de Bn si et seulement si dans tout pré�xe propre dela suite, le nombre de 
er
les est plus grand ou égal au nombre de 
arrés, et le nombretotal de 
arrés de la suite est exa
tement le nombre total de 
er
les plus un. Soit TL et

TR les sous-arbres gau
he et droit de T ∈ Bn. Alors on peut é
rire T = ©TLTR et ondé�nit l'abre miroir T̄ = ©T̄RT̄L. Les feuilles de l'arbre T sont numérotées en préordretransversal (i.e. de la gau
he vers la droite). La suite des profondeurs de T est la suited'entiers ℓT = (ℓT (1), ℓT (2), . . . , ℓT (n+ 1)) où ℓT (i) est le niveau de la i-ième feuille, i.e. lalongueur de l'unique 
hemin entre la i-ième feuille et la ra
ine [147℄. Soit aussi ℓ̄ la suitemiroir ℓ̄ = (ℓT (n+1), ℓT (n), . . . , ℓT (1)) laquelle est aussi la suite des profondeurs de l'arbremiroir T̄ ré
ursivement dé�ni par T̄ = ©T̄RT̄L et ¯ = . Par exemple, l'arbre dé�ni ennotation polonaise par © ©© © © ©© a la suite des profondeurs
(1, 3, 4, 5, 5, 4, 4, 3). Son miroir est ©©© © ©©© et a la suite desprofondeurs (3, 4, 4, 5, 5, 4, 3, 1). Maintenant 
onsidérons une suite (a(1), a(2), . . . , a(n+1))ave
 un entier k ∈ [2, n + 1] tel que a(k − 1) = a(k) = q. Le pro
essus qui 
onsiste àrempla
er la paire (a(k − 1), a(k)) = (q, q) par q − 1 dans le but d'obtenir une nouvellesuite (a(1), a(2), . . . , a(k−2), q−1, a(k+1), . . . , a(n+1)) est appelé une rédu
tion. Ruskeyet Hu [147℄ donnent la 
ondition né
essaire et su�sante pour qu'une suite de taille (n+ 1)



II.2 : Treillis de Catalan 39représente un arbre binaire de Bn. Une suite (a(1), a(2), . . . , a(n + 1)) est une suite desprofondeurs si et seulement si une série de n rédu
tions de la gau
he vers la droite produitla suite 0.De plus, la suite des profondeurs d'un arbre binaire obéit à 
e qu'on appelle l'inéga-lité de Kraft ([80℄, p. 45). Une 
ondition né
essaire [99, p. 404, ex. 3℄ pour une suite
(a(1), a(2), . . . , a(n + 1)) pour être une suite des profondeurs est que :

n+1∑

i=1

2−a(i) = 1.Lemme II.8. [99, p. 404, ex. 3℄ Soit ℓT = (ℓT (1), ℓT (2), . . . , ℓT (n + 1)) une suite desprofondeurs d'un arbre binaire T et soit T ′ un sous arbre de T tel que la ra
ine de T ′ estau niveau k dans T . Si m1 < m2 et (ℓT (m1), ℓT (m1 + 1), . . . , ℓT (m2 − 1), ℓT (m2)) est lasous-suite de ℓT 
orrespondant aux feuilles de T ′ alors
m2∑

i=m1

2−ℓT (i) = 2−k.La suite 2−ℓT = (2−ℓT (1), 2−ℓT (2), . . . , 2−ℓT (n+1)) est appelée la suite de densité de l'arbrebinaire (la somme de ses valeurs est un). Alors on lui asso
ie sa suite de distribution 
ommela suite 
roissante :
LT = (2−ℓT (1), 2−ℓT (1) + 2−ℓT (2), . . . ,

i∑

j=1
2−ℓT (j), . . . , 1).Dans la suite de 
e paragraphe, les suites des profondeurs sont notées en minus
ules (ℓpar exemple) et les suites de distribution en majus
ules (L). On suppose que 6 est l'ordrehabituel pour deux suites de tailles n, i.e. si ℓ = (ℓ(1), . . . , ℓ(n+1)) et ℓ′ = (ℓ′(1), . . . , ℓ′(n+

1)), on dit que ℓ 6 ℓ′ si ℓ(i) 6 ℓ′(i) pour tout i ∈ [1, n + 1].Dé�nition II.9. La transformation de taille-gre�e → sur Bn ave
 n > 2 est dé�nie parle re
ouvrement T → T ′ s'il existe k > 1, τ1 ∈ ©{©, }∗ et τ2 ∈ {©, }∗ tel que
T = τ1 ©k τ2 et T ′ = τ1© ©k−1 τ2. Soit ∗→ la 
loture ré�exive et transitivede → sur Bn.La transformation de taille-gre�e �taille� en remplaçant une 'petite bran
he' T1 =
© de T par une feuille et gre�e 
ette petite bran
he T1 = © à la pla
e de lafeuille située juste avant T1 dans la notation polonaise de T . Voir la �gure II.4 parexemple.Proposition II.10. Soient T, T ′ ∈ Bn et ℓT , ℓT ′ leurs suites des profondeurs. Alors on a
T → T ′ si et seulement s'il existe p > 1, q > 2 et 2 6 i 6 n tels que
ℓT = (ℓT (1), ℓT (2), . . . , ℓT (i− 2) , p , q , q , ℓT (i+ 2), . . . , ℓT (n+ 1)) et
ℓT ′ = (ℓT (1), ℓT (2), . . . , ℓT (i− 2) , p+ 1 , p+ 1 , q − 1 , ℓT (i+ 2), . . . , ℓT (n+ 1)).
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{ { {

(4, 4, 3, 3, 4, 5, 5, 1)

1/32 . (2, 4, 8, 12, 14, 15, 16, 32)

Polish notation

Feasible sequence

Distribution sequence1/32 . (4, 6, 8, 12, 14, 15, 16, 32)

(3, 4, 4, 3, 4, 5, 5, 1)

1/32 . (4, 8, 10, 12, 14, 16, 24, 32)

(3, 3, 4, 4, 4, 4, 2, 2)

1/32 . (4, 6, 8, 12, 14, 16, 24, 32)

(3, 4, 4, 3, 4, 4, 2, 2)Figure II.4 : Trois transformations de taille-gre�e dans B7.Corollaire II.11. Soient T, T ′ ∈ Bn et LT , LT ′ leurs suites de distribution. Alors ona T → T ′ si et seulement s'il existe p > 1, q > 2 et 2 6 i 6 n tels que LT =
(LT (1), . . . , LT (i− 2), LT (i− 2) + 2−p, LT (i− 2) + 2−p + 2−q, LT (i+ 1), . . . , 1) et
LT ′ = (LT (1), . . . , LT (i− 2), LT (i− 2) + 2−(p+1), LT (i− 2) + 2−p, LT (i+ 1), . . . , 1).Dé�nition II.12. Soient T et T ′ deux arbres di�érents dans Bn. Soit σ1 ∈ ©{©, }∗ leplus long pré�xe 
ommun de T et T ′ dans la notation polonaise. Supposons que

T = σ1σ2 ©j ©
︸ ︷︷ ︸

τ

σ3ou - j > 0, et- σ2 est le mot vide ou σ2 ∈ {©, }∗ et σ2 ne 
ontient pas d'o

uren
e de τ =
© (i.e. τ =© est l'o

uren
e la plus à gau
he de © dans T après σ1),et- σ3 ∈ {©, }∗.Alors on a né
essairement T ′ = σ1σ

′
2 ave
 σ′2 ∈ ©{©, }∗.On dé�nit l'arbre U(T, T ′) ∈ Bn (U pour UP) tel que T → U(T, T ′) et

U(T, T ′) = σ1σ2©
︸ ︷︷ ︸

τ

©j σ3.De plus, on pose U(T, T ) = T .Par exemple, si :
T =©© © ©© ©©
T ′ =©© ©© © ©©alors σ1 = © © © σ2 = © ©, σ3 = et j = 1. On obtient U(T, T ′) =

©© © ©©© © .Lemme II.13. Soient T et T ′ deux arbres dans Bn tels que leurs suites de distribution LTet LT ′ véri�ent LT > LT ′. Alors U(T, T ′) existe et sa suite de distribution LU(T,T ′) véri�e
LT > LU(T,T ′) > LT ′.



II.2 : Treillis de Catalan 41Dé�nition II.14. Soient T et T ′ deux arbres di�érents dans Bn ave
 n > 2. Soit σ1 ∈
©{©, }∗ le plus long pré�xe 
ommun en notation polonaise. Supposons que T = σ1 σ2ave
 σ2 ∈ {©, }∗. Alors on a né
essairement

T ′ = σ1σ
′
2©
︸ ︷︷ ︸

τ

©j σ′3où - j > 0, et- σ′2 est le mot vide ou σ′2 ∈ ©{©, }∗ tel que σ′2 ne 
ontient pas d'o

urren
e de
τ =© (i.e. τ est l'o

uren
e de © la plus à gau
he dans T ′ après σ1), et- σ′3 ∈ {©, }∗.On dé�nit l'arbre D(T, T ′) ∈ Bn (D pour DOWN) tel que D(T, T ′)→ T ′ et

D(T, T ′) = σ1σ
′
2 ©j ©

︸ ︷︷ ︸

τ

σ′3.De plus, on pose D(T, T ) = T .Par exemple, si :
T =©© © © ©© ©
T ′ =©© ©© © © ©alors σ1 = © © ©, σ′2 = © , σ′3 = © et j = 1. On obtient D(T, T ′) =

©© ©© ©© © .Lemme II.15. Soient T et T ′ deux arbres dans Bn tels que leurs suites de distribution
LT et LT ′ véri�ent LT > LT ′ . Alors D(T, T ′) existe et sa suite de distribution LD(T,T ′)véri�e LT > LD(T,T ′) > LT ′.Théorème II.16. Soient T et T ′ ∈ Bn, LT et LT ′ leur suites de distribution. Alors on a
T

∗→ T ′ si et seulement si LT > LT ′ .Théorème II.17. Pour tout n, l'ensemble partiellement ordonné (Bn,
∗→) est un treillis.Notons qu'il existe des relations entre les treillis de Catalan déjà 
onnus. En e�et,rappelons que si T et T ′ sont deux éléments dans le treillis de Kreweras (partition non-
roisées) tels que T 6 T ′, alors on a T 6 T ′ dans le treillis de Tamari. Si T 6 T ′ dans letreillis de Tamari, alors T 6 T ′ est aussi vrai dans le treillis de Stanley. Si T 6 T ′ dans letreillis 'phago
yte' dé�ni dans la se
tion pré
édente [21℄, alors T 6 T ′ est aussi vrai dansle treillis de Kreweras. L'ensemble des re
ouvrements du treillis 'phago
yte' est in
lu dansl'ensemble des re
ouvrements du treillis de Kreweras. Cependant, le treillis 'taille-gre�e' nesemble pas avoir des relations similaires ave
 d'autres treillis. Voir les �gures II.5 et II.6.Le treillis (Bn,

∗→) possède un plus grand élément 1 et un plus petit élément 0 et leursuites des profondeurs sont respe
tivement ℓ1 = (n, n, n− 1, . . . , 2, 1) et ℓ0 = (1, 2, . . . , n−
1, n, n). (Bn,

∗→) est symétrique 
ar T ∗→ T ′ si et seulement si T̄ ′ ∗→ T̄ . Le treillis (Bn,
∗→)n'est pas modulaire puisqu'il 
ontient des pentagones (voir les �gures II.5 et II.6).
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1/16 . (4, 8, 12, 14, 16)

1/16 . (2, 4, 8, 12, 16)

1/16 . (4, 5, 6, 8, 16)

1/16 . (4, 6, 7, 8, 16)

1/16 . (8, 9, 10, 12, 16)

1/16 . (2, 3, 4, 8, 16)

1/16 . (1, 2, 4, 8, 16)

1/16 . (2, 4, 6, 8, 16)

1/16 . (4, 6, 8, 12, 16)

1/16 . (4, 8, 10, 12, 16)

1/16 . (8, 10, 11, 12, 16)

1/16 . (8, 10, 12, 14, 16)

1/16 . (8, 12, 13, 14, 16)

1/16 . (8, 12, 14, 15, 16)

(4,4,3,2,1)

(3,4,4,2,1)

(3,3,3,3,1)

(2,4,4,3,1)

(2,3,4,4,1)

(2,3,3,2,2)

(3,3,2,2,2)

(2,2,3,3,2)

(1,4,4,3,2)

(1,3,4,4,2)

(1,3,3,3,3)

(1,2,4,4,3)

(1,2,3,4,4)

(2,2,2,3,3)

Figure II.5 : Le treillis 'taille-gre�e' B4. Chaque arbre est 
odé par ses suite de profon-deurs et de distribution.Proposition II.18. Soient T et T ′ deux arbres dans Bn tels que T ∗→ T ′, alors
(i) U(T̄ , T̄ ′)→ T ′,
(ii) T → D(T̄ , T̄ ′),
(iii) le 
hemin T ′ ← D(T, T ′) ← D(T,D(T, T ′)) ← D(T,D(T,D(T, T ′))) ← . . . ← Test un plus long 
hemin entre T et T ′,
(iv) le 
hemin T → U(T, T ′)→ U(U(T, T ′), T ′)→ U(U(U(T, T ′), T ′), T ′)→ . . .→ T ′est un plus 
ourt 
hemin entre T et T ′.Corollaire II.19. Soit C le 
hemin dé�ni par :

1← D(0,1)← D(0,D(0,1)) ← D(0,D(0,D(0,1))) ← . . .← 0.

T appartient à C si et seulement si T véri�e la 
ondition (A) dé�nie par : T a soit uneunique o

uren
e de © , soit deux o

urren
es de © telles qu'il n'existe pas defeuilles entre elles en notation polonaise de T . De plus, si T et T ′ appartiennent au 
hemin
C et véri�ent T → T ′, alors T ′ est obtenu à partir de T par une transformation de taille-gre�e de l'o

uren
e © la plus à droite dans T .Corollaire II.20. Soit C′ le 
hemin dé�ni par :

0→ U(0,1)→ U(U(0,1),1) → U(U(U(0,1),1),1) → . . .→ 1.
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1.

2.

3.

(1, 2, 3, 4, 5, 5)

4.

1/32.(8,16,20,24,28,32)

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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23.

24.
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26.

27.
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

(1, 2, 3, 5, 5, 4)

(1, 2, 4, 4, 4, 4)

(1, 2, 4, 5, 5, 3)

(1, 3, 3, 3, 4, 4)

(1, 2, 5, 5, 4, 3)

(1, 3, 3, 4, 4, 3)

(2, 2, 2, 3, 4, 4)

(2, 2, 2, 4, 4, 3)

(1, 3, 4, 4, 3, 3)

(1, 3, 4, 5, 5, 2)

(1, 4, 4, 3, 3, 3)

(1, 3, 5, 5, 4, 2)

(1, 4, 4, 4, 4, 2)

(1, 4, 5, 5, 3, 2)

(2, 2, 3, 4, 4, 2)

(1, 5, 5, 4, 3, 2)

(2, 2, 4, 4, 3, 2)

(2, 3, 3, 2, 3, 3)

(3, 3, 2, 2, 3, 3)

(2, 3, 3, 3, 3, 2)

(3, 3, 2, 3, 3, 2)

(2, 3, 4, 4, 2, 2)

(2, 3, 4, 5, 5, 1)

(2, 4, 4, 3, 2, 2)

(2, 3, 5, 5, 4, 1)

(3, 3, 3, 3, 2, 2)

(2, 4, 4, 4, 4, 1)

(2, 4, 5, 5, 3, 1)

(3, 3, 3, 4, 4, 1)

(2, 5, 5, 4, 3, 1)

(3, 3, 4, 4, 3, 1)

(3, 4, 4, 2, 2, 2)

(4, 4, 3, 2, 2, 2)

(3, 4, 4, 3, 3, 1)

(3, 4, 5, 5, 2, 1)

(4, 4, 3, 3, 3, 1)

(3, 5, 5, 4, 2, 1)

(4, 4, 4, 4, 2, 1)

(4, 5, 5, 3, 2, 1)

(5, 5, 4, 3, 2, 1)

1/32.(16,24,28,31,31,32)

1/32.(16,24,28,29,30,32)

1/32.(16,24,26,28,30,32)

1/32.(16,24,26,27,28,32)

1/32.(16,20,24,28,30,32)

1/32.(16,24,25,26,28,32)

1/32.(16,20,24,26,28,32)

1/32.(8,16,24,28,30,32)

1/32.(8,16,24,26,28,32)

1/32.(16,20,22,24,28,32)

1/32.(16,20,22,23,24,32)

1/32.(16,18,20,24,28,32)

1/32.(16,20,21,22,24,32)

1/32.(16,18,20,22,24,32)

1/32.(16,18,19,20,24,32)

1/32.(8,16,20,22,24,32)

1/32.(16,17,18,20,24,32)

1/32.(8,16,18,20,24,32)

1/32.(8,12,16,24,28,32)

1/32.(4,8,16,24,28,32)

1/32.(8,12,16,20,24,32)

1/32.(4,8,16,20,24,32)

1/32.(8,12,14,16,24,32)

1/32.(8,12,14,15,16,32)

1/32.(8,10,12,16,24,32)

1/32.(8,12,13,14,16,32)

1/32.(4,8,12,16,24,32)

1/32.(8,10,12,14,16,32)

1/32.(8,10,11,12,16,32)

1/32.(4,8,12,14,16,32)

1/32.(8,9,10,12,16,32)

1/32.(4,8,10,12,16,32)

1/32.(4,6,8,16,24,32)

1/32.(2,4,8,16,24,32)

1/32.(4,6,8,12,16,32)

1/32.(4,6,7,8,16,32)

1/32.(2,4,8,12,16,32)

1/32.(4,5,6,8,16,32)

1/32.(2,4,6,8,16,32)

1/32.(2,3,4,8,16,32)

1/32.(1,2,4,8,16,32)

42

(2, 2, 3, 3, 3, 3)

Figure II.6 : Le treillis 'taille-gre�e' B5. Chaque arbre est 
odé par ses suites des pro-fondeurs et de distribution.Si T → T ′ est sur le 
hemin C′ alors T ′ est obtenu à partir de T par la transformation detaille-gre�e la plus à gau
he dans T .Remarque 1 Par le Corollaire II.19, le plus long 
hemin entre 0 et 1 a une longueur de
2n − (n + 1). Ce sont les nombres Euleriens donnés par la suite A000295 dans [162℄. Leplus 
ourt 
hemin entre 0 et 1 a une longueur de (n− 1)2.Maintenant nous montrons que les éléments max-(resp. min) irrédu
tibles dans Bnsont énumérés par les nombres Euleriens. Rappelons que x ∈ Bn est un élément max-(resp.min)-irrédu
tible si x = a ∨ b (resp. x = a ∧ b) implique x = a ou x = b.Théorème II.21. Le nombre d'éléments max-(resp. min)-irrédu
tibles dans le treillis 'taille-gre�e' (Bn,

∗→) est donné par les nombres Euleriens 2n − (n+ 1).Théorème II.22. Le nombre cov(n) de re
ouvrements dans Bn est égal à ( 2n
n−1

).Une nouvelle stru
ture a été dé�nie sur les arbres binaires via une transformationnaturelle. La simpli
ité de la dé�nition de la transformation de 'taille-gre�e' est en 
ontrasteave
 la di�
ulté de la preuve du théorème qui 
ara
térise 
ette transformation.Des problèmes doivent en
ore être résolus.Existe-t-il un algorithme e�
a
e et non-ré
ursif pour 
al
uler la fon
tion de Möbius dutreillis 'taille-gre�e' des arbres binaires 
omme dans [131℄ ? On 
onje
ture que la fon
tion
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tures énumérées par les nombres de Catalande Möbius prend ses valeurs dans {−1, 0,+1}.Est-
e qu'il existe un algorithme en temps polynomial 
al
ulant la longueur minimale d'un
hemin entre deux arbres binaires dans le treillis [117℄ ? Si un tel algorithme existe, unenouvelle distan
e de 
hemin le plus 
ourt serait obtenue et pourrait être ajoutée dans le
atalogue des distan
es déjà existantes sur les ensembles de Catalan [81, 130, 132, 128, 161℄.Dé�nissons la valuation v sur (Bn,
∗→) par : v(T ) est la longueur du plus long 
hemin entre

T et 1. On 
onje
ture que v véri�e que pour tout T et T ′, v(T )+v(T ′) 6 v(T∨T ′)+v(T∧T ′)et T < T ′ =⇒ v(T ) > v(T ′). Si tel était le 
as, alors d(T, T ′) = v(T ) + v(T ′)− 2v(T ∨ T ′)serait une distan
e sur (Bn,
∗→) [32, 41℄.Guttmann, Krattenthaler et Viennot [86℄ énumèrent les k-
haînes dans les treillis deStanley. Kreweras [103℄ énumère les k-
haînes dans les treillis des partitions non-
roisées.Plus généralement, Chapoton prouve dans [47℄ que la suite A000260 de [162℄ énumère lenombre d'intervalles dans le treillis de Tamari, i.e. le nombre de paires (T, T ′) telles que

T 6 T ′ : voir aussi [82, p. 27℄. Bernardi et Boni
hon [34℄ 
onstruisent des bije
tions entrel'ensemble des intervalles de 
es treillis et 
ertaines triangulations (realizers). On a obtenuexpérimentalement le nombre d'intervalles pour les treillis taille-gre�e de petites tailles :
1, 3, 15, 101, 818, 7486, 74648, 793005, 8843056, 102464586, ...Cette suite n'apparaît pas dans [162℄. Est-il possible d'obtenir la fon
tion génératri
e de
ette suite ?II.3 Distan
e de rotationCulik et Wood ont dé�ni en 1982 la distan
e de rotation entre une paire d'arbres bi-naires 
omme le nombre minimum de rotations né
essaires pour transformer l'un en l'autre[59℄ (voir aussi la �gure II.7). Il existe une bije
tion expli
ite bien 
onnue entre les arbresbinaires et les triangulations. Par 
onséquent, un système qui est isomorphe aux arbresbinaires munis de la rotation l'est aussi pour les triangulations des polygones 
onvexesmunis de l'opération de bas
ule d'une diagonale (diagonal-�ip en anglais). Une transfor-mation qui bas
ule une diagonale est une opération qui 
onvertit une triangulation en uneautre en supprimant une diagonale dans la triangulation et en ajoutant la diagonale quisubdivise le quadrilatère restant dans le sens opposé (voir la �gure II.8). Alors la distan
ede rotation des arbres binaires et la distan
e de bas
ule de diagonale des triangulationssont équivalentes.Un problème ouvert est la 
omplexité du 
al
ul de la distan
e de rotation entre deux arbres.Lu
as a présenté un algorithme en temps quadratique pour 
al
uler la distan
e de rotationentre les arbres binaires d'une forme donnée en [109℄. Mais dans le 
as général, il reste leproblème ouvert de savoir si les distan
es peuvent être 
al
ulées en temps polynomial.Des bornes supérieures de 
es distan
es ont été exhibées. Quelques auteurs appro
hentle problème en limitant la transformation élémentaire à une version plus restri
tive de larotation [40, 55, 56, 53, 110, 128, 146℄. Evidemment 
es distan
es de rotation restreintesmajorent la distan
e de rotation usuelle. Une autre appro
he pour 
al
uler une borne su-périeure utilise l'opération de '�exion' sur les arbres binaires [132℄.Dans [130℄, une borne inférieure assez large de la distan
e de rotation est obtenue.
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Rotation

R

S T R S

T

Figure II.7 : La rotation sur les arbres binaires.Dans 
ette se
tion, on présente un algorithme polynomial pour 
al
uler des bornesinférieures et supérieures. Des 
al
uls expérimentaux montrent que 
es bornes sont asseze�
a
es. Dans la suite de 
ette se
tion, on exposera nos résultats en terme de triangulationplut�t que d'arbres binaires.Considérons un n-gon, i.e. un polygone 
onvexe ave
 n 
otés et ave
 un 
oté que l'ondistingue en le mettant en haut horizontalement. On étiquète les sommets de 0 à n − 1dans le sens des aiguilles d'une montre tel que les deux sommets en haut ont 0 et n − 1.Chaque triangulation d'un n-gone a n−2 triangles et n−3 diagonales qui ne s'interse
tentpas. Soit Tn l'ensemble des triangulations d'un n-gon. Il y a une bije
tion expli
ite entre Tnet l'ensemble des arbres binaires ave
 n− 2 noeuds internes (et don
 n− 1 feuilles) [161℄.Voir la �gure II.8. Si T, S ∈ Tn, on note par dist(T, S) le nombre minimum de bas
ules dediagonales né
essaires pour transformer T en S.Le degré interne di(T ) d'un sommet i de T ∈ Tn est le nombre de diagonales in
identes à
i (0 ≤ i ≤ n−1). Pour une paire (T, S) de triangulations de Tn, le degré '
omposé' cdi(T, S)est le nombre total de diagonales in
identes au sommet i pour les deux triangulations. Si
T, S ∈ Tn ont une diagonale {i, j} en 
ommun, on dit que {i, j} est une (2, 2)-diagonalesi cdi(T, S) = cdj(T, S) = 2. Soient deux triangulations de Tn, une diagonale bas
ulableest une diagonale de la triangulation qui peut être bas
ulée en une diagonale apparten-nant à l'autre triangulation [141℄. Soient T, S ∈ Tn, on dé�nit le type d'un sommet i par
typei(T, S) = (k : l) ou k = di(T ) et l = di(S).Dé�nition II.23. ([161℄) Soit T ∈ Tn, on dé�nit la triangulation normalisée NT (i, j)(respe
tivement N ′

T (i, j)) en respe
tant la diagonale {i, j} 
omme suit :(1) NT (i, j) et N ′

T (i, j) 
ontiennent la diagonale {i, j}(2) NT (i, j) et N ′

T (i, j) 
ontiennent 
haque diagonale de T qui ne 
roisent pas la diagonale
{i, j}(3) si T 
ontient une diagonale {a, b} qui 
roise la diagonale {i, j}, alors NT (i, j) (respe
-tivement N ′

T (i, j)) 
ontient les diagonales {a, j} et {b, j} (respe
tivement {a, i} et {b, i}).Dé�nition II.24. Dans le 
as où j = i + 2 mod n, on dit que NT (i, i + 2) (respe
tive-ment N ′

T (i, i + 2)) est la normalisation dans le sens 
ontraire des aiguilles d'une montre(respe
tivement sens des aiguilles d'une montre) en respe
tant le sommet i+ 1 et on note
NT (i, i+ 2) = NT (i+ 1) (respe
tivement N ′

T (i, i+ 2) = N
′

T (i+ 1)).
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7

T T'Figure II.8 : Une bas
ule de diagonale dans T8Dé�nition II.25. Soit {i, j} une diagonale de T ∈ Tn telle que di(T ) = dj(T ) = 2. Alors
T peut être doublement normalisée en respe
tant la diagonale {i, j} pour 
réer une nouvelletriangulation N ′′

T (i, j) 
omme suit :(1) on bas
ule dans T la diagonale {i, j}(2) puis on bas
ule la diagonale adja
ente au sommet i(3) et on bas
ule la diagonale adja
ente au sommet j.Dé�nition II.26. Soit i un sommet de T ∈ Tn tel que di(T ) = 3. On note {a, i}, {b, i}et {c, i} les trois diagonales in
identes au sommet i ave
 les sommets a, b, c dans le sensdes aiguilles d'une montre. Alors T peut être pseudo-normalisée en respe
tant le sommet ipour 
réer une nouvelle triangulation N
′′′

T (i) 
omme suit : on bas
ule les deux diagonales
{a, i} et {c, i}, et on bas
ule la diagonale du milieu {b, i}.Il est important de noter que 
ha
une de 
es normalisations 
rée au moins une diago-nale de la forme {i− 1, i+ 1} mod n. Par la suite, les arêtes {i− 1, i} et {i, i+ 1} seront'grignotées' par l'algorithme exposé dans le paragraphe II.3.5.

0

1

2

3 4

5

6

7

N (2,5) N (2,5)'
T T T TT N'''(0)N''(4,7)Figure II.9 : Quatre normalisations T ∈ T6
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e de rotation 47Lemme II.27. ([161℄) Soient T, S ∈ Tn ; s'il est possible de bas
uler une diagonale de Tpour 
réer T1 tel que T1 a une diagonale de plus en 
ommun ave
 S qu'elle n'a ave
 T ,alors il existe un plus 
ourt 
hemin de T à S dans lequel la première opération de bas
ule
rée T1.Lemme II.28. ([161℄) Soit T, S ∈ Tn, si T et S ont une diagonale en 
ommun, alors unplus 
ourt 
hemin de T à S ne bas
ule jamais 
ette diagonale.Lemme II.29. ([161℄) Si T, S ∈ Tn ont une diagonale 
ommune, 
ette diagonale partage
T (respe
tivement S) en deux sous-triangulations T ′ et T ′′ (respe
tivement S′ et S′′) detelles sortes que T ′ et S′ (et don
 T ′′ et S′′) ont les mêmes sommets. Alors on a l'égalité :
dist(T, S) = dist(T

′
, S

′
) + dist(T

′′
, S

′′
).Lemme II.30. Si T, S ∈ Tn, alors il existe un sommet i tel que cdi(T, S) ≤ 3.En vertu du lemme II.30, on étudie par la suite les di�érents types de sommets quipeuvent apparaître, i.e. (2 : 0), (1 : 1), (3 : 0) et (2 : 1). Le 
as (1 : 0) est un 
as parti
ulierdu lemme II.27.Maintenant on suppose que les hypothèses des lemmes II.27 et II.28 ne sont pas véri�ées.II.3.1 Sommet de type (2 :0)Lemme II.31. Soient T, S ∈ Tn ave
 un sommet i tel que typei(T, S) = (2 : 0), il existeun plus 
ourt 
hemin de T à S dans lequel les deux premières bas
ules 
réent soit NT (i)ou soit N ′

T (i).Théorème II.32. Soient T, S ∈ Tn ave
 un sommet i tel que typei(T, S) = (2 : 0), alorson a :
dist(T, S) = min(dist(NT (i), S), dist(N

′

T (i), S)) + 2 et
dist(T, S) ≥ max(dist(NT (i), S), dist(N

′

T (i), S)) + 1.Théorème II.33. Soient T, S ∈ Tn ave
 une (2, 2)-diagonale {i, j} telle que dT (i) = 2,
dS(i) = 0, dT (j) = 2 et dS(j) = 0, on a :
dist(T, S) = dist(N

′′

T (i, j), S) + 3.II.3.2 Sommet de type (1 :1)Théorème II.34. Soient T, S ∈ Tn ave
 un sommet i tel que typei(T, S) = (1 : 1) alorsles inégalités suivantes sont vraies :
dist(NT (i), NS(i)) + 1 ≤ dist(T, S) ≤ dist(NT (i), NS(i)) + 2.II.3.3 Sommet de type (3 :0)Théorème II.35. Soient T, S ∈ Tn ave
 un sommet i tel que typei(T, S) = (3 : 0) alorsles inégalités suivantes sont vraies :
dist(N

′′′

T (i), S) + 1 ≤ dist(T, S) ≤ dist(N ′′′

T (i), S) + 3.
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tures énumérées par les nombres de CatalanII.3.4 Sommet de type (2 :1)Théorème II.36. Soient T, S ∈ Tn ave
 un sommet i tel que typei(T, S) = (2 : 1) alorsles inégalités suivantes sont vraies :
dist(T, S) ≥ max(dist(NT (i), NS(i)), dist(N

′

T (i), N
′

S(i))) + 1
dist(T, S) ≤ min(dist(NT (i), NS(i)), dist(N

′

T (i), N
′

S(i))) + 3.II.3.5 Algorithme pour le 
al
ul de bornes inférieure et supérieureL'obje
tif de l'algorithme suivant est de 'grignoter' les arêtes (et par 
onséquent lessommets) des deux triangulations en appliquant le lemme II.27 et les théorèmes II.32,II.33, II.34, II.35, II.36. Il est né
essaire de véri�er au départ s'il existe une diagonale pou-vant être 'bas
ulée' dire
tement. Dans 
e 
as, on fait 
ette bas
ule immédiatement. Dansle 
as 
ontraire, l'existen
e des types (1 : 0), (2 : 0), (1 : 1), (3 : 0) et (2 : 1) (dans 
etordre) est alors véri�ée. En fait quelque soit l'ordre, l'algorithme est 
orre
t ; on 
hoisit
ependant 
et ordre pour des raisons statistiques. Cela 
onduit statistiquement (et sur-tout expérimentalement) à un plus petit nombre de bas
ules et don
 fournit de meilleuresbornes de la distan
e de rotation.Maintenant nous donnons un algorithme ré
ursif (basé sur le lemme II.30) pour trouverdes bornes inférieure et supérieure (dans notre algorithme low et up) pour la distan
e derotation entre deux triangulations T, S ∈ Tn . Rappelons que T , S et don
 aussi (i : j),
(j : i) jouent le même r�le dans notre algorithme.Algorithme (Cal
ul de low et up)Soient T, S ∈ Tnpro
edure low-up(T,S,n)si n > 3 alorssi T et S ont une diagonale en 
ommun alors

T := (T1, T2) ; S := (S1, S2) ;
n1 := size(T1) = size(S1) ; n2 := size(T2) = size(S2) ;low-up(T1, S1, n1) ;low-up(T2, S2, n2) ;else si T et S véri�ent le Lemma II.27 alorson bas
ule la diagonale dans T ou dans S

low := low + 1;up := up+ 1low-up(T, S, n) ;sinonsi T et S ont un sommet i de type (2 :0) alorssi T et S ont une (2,2)-diagonale {i, j} alors
T := N ′′

T (i, j) ou S := N ′′
S(i, j)

low := low + 3;up := up+ 3low-up(T, S, n − 2) ;sinon



II.3 : Distan
e de rotation 49
T := NT (i) ou S := NS(i)
low := low + 1;up := up+ 2low-up(T, S, n − 1) ;sinonsi T et S ont un sommet i de type (1 :1) alors
T := NT (i) et S := NS(i)
low := low + 1;up := up+ 2low-up(T, S, n − 1) ;sinonsi T et S ont un sommet i de type (3 :0) alors

T := N ′′′
T (i) ou S := N ′′′

S (i)
low := low + 1;up := up+ 3low-up(T, S, n − 1) ;sinon T et S ont un sommet i de type (2 :1)
T := NT (i) et S := NS(i)
low := low + 1;up := up+ 3low-up(T, S, n − 1) ;�n low-upExemples :Si (T, S) sont deux triangulations ∈ T23 de Rogers ([141℄, p. 88), alors l'algorithme pré
é-dent fournit 20 ≤ dist(T, S) ≤ 29. La distan
e exa
te de rotation est 21.Si (T, S) sont les deux triangulations ∈ T20 de Lu
as ([110℄, p. 261), alors l'algorithmefournit 17 ≤ dist(T, S) ≤ 25. La valeur exa
te de la distan
e de rotation est 20.Une applet Java pour 
al
uler les bornes inférieures et supérieures est disponible sur lesite web : http ://www.u-bourgogne.fr/jl.baril/titi.html. Cette applet 
hoisit la meilleureborne entre les résultats obtenus 
i-dessus et la borne donnée dans [132℄. La 
ompléxité entemps est polynomiale : O(n3).II.3.6 Résultats expérimentauxOn présente i
i quelques résultats exhaustifs et statistiques. Dans le premier tableau onobtient des résultats exhaustifs pour n 6 13 
on
ernant le ratio des pairs (T, S) véri�ant

(up − low) 6 k ave
 k = 0, 1, 2, n/2. Dans le se
ond tableau, on donne des résultatsprobabilistes pour n ∈ [14, 100] en générant aléatoirement un grand nombre de paires
(T, S). On remarque que notre algorithme donne des bornes e�
a
es pour des grandesvaleurs de n : 99% des paires (T, S) ont des bornes inférieures et supérieures véri�ant
(up− low) 6 n/3.Résultats exhaustifs

n− gons 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Up = Low 100(%) 96 88 78 67 57 47 38 33

Up− Low 6 1 100 100 99 99 95 90 82 73 54

Up− Low 6 2 100 100 100 100 100 99 96 91 64

Up− Low 6 n/2 100 100 100 100 100 100 99, 9 99, 9 99, 9
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tures énumérées par les nombres de CatalanRésultats statistiques
n− gons 14 15 16 17 18 20 30 50 100

Up− Low 6 n/10 81, 5(%) 77 75 71 69 65 59 45 39

Up− Low 6 n/5 98 97 97 96 95 95 95 94 93

Up− Low 6 n/3 99, 9 99, 9 99, 9 99, 9 99, 8 99, 8 99, 8 99, 7 99, 7

Up− Low 6 n/2 99, 9 99, 9 99, 9 99, 9 99, 9 99, 9 99, 9 99, 9 99, 9II.4 Con
lusionDans 
ette partie, nous avons exhibé deux nouvelles stru
tures naturelles sur des en-sembles de Catalan (parenthésages et arbres binaires). Il reste toutefois de nombreusesquestions 
on
ernant 
es stru
tures. Par exemple, peut-on trouver la longueur d'un plus
ourt 
hemin entre deux éléments de la stru
ture en un temps polynomial ? Cette questionreste en
ore un problème ouvert pour le treillis de Tamari. Toutefois, nous avons réussi dansla dernière se
tion à obtenir un algorithme d'approximation pour la distan
e de rotation.Il reste don
 de nombreuses dire
tions de re
her
he prometteuses 
on
ernant le treillisde Tamari et 
es deux nouvelles stru
tures (phago
yte, taille-gre�e)...



Chapitre IIIMotifs dans les permutations
III.1 Introdu
tionDans 
e dernier 
hapitre, je présente des travaux de re
her
he 
on
ernant l'étude desmotifs dans les permutations. Il s'agit d'un domaine très abordé depuis 
es dix dernièresannées. En e�et, de nombreux travaux existent pour l'énumération de 
lasses de permu-tations à motifs ex
lus ainsi que pour la génération exhaustive des objets de telles 
lasses[3, 178, 163, 38, 48, 49, 45, 96, 113, 112℄.La première partie traite d'un problème issu de la bioinformatique présenté en terme depermutations. Une suite du gén�me est alors modélisée par une permutation où 
haque va-leur 
orrespond à un gène. On étudie alors l'évolution de la permutation identité lorsqu'onlui applique plusieurs dupli
ations en miroir ave
 une perte aléatoire de 
ertains gènes.On 
ara
térise alors les permutations obtenues après un nombre donné de dupli
ationset on obtient des algorithmes e�
a
es de 
onstru
tion d'un 
hemin de dupli
ations entrel'identité et une permutation donnée quel
onque.Dans la se
onde partie, on répond à une question proposée par Atkinson et al. : la
loture 
y
lique des permutations évitant le motif k(k − 1) . . . 321 a-t-elle une base �nie ?.L'étude de 
e problème nous donne une nouvelle 
lasse d'objets 
ombinatoires énuméréepar les nombres de Catalan. On donne en�n des résultats généraux 
on
ernant les 
lotures
ylindrique et torique.III.2 Dupli
ation en miroir du génomeLa dupli
ation de génome 
onsiste à 
opier une partie du génome et de l'insérer dans legénome, suivi par une perte d'une 
opie de 
haque gène dupliqué (voir [36, 52, 87, 105, 153℄pour une expli
ation des di�érentes méthodes de dupli
ation). D'un point de vue formel,un génome de n gènes est représenté par une permutation de taille n. Dans un arti
lepré
édent, Chaudhuri et al. [50℄ étudient une variante appelée 'tandem dupli
ation-randomloss model' : La partie dupliquée (de taille K) du génome est insérée immédiatement aprèsla partie originale, suivie par la pro
édure de perte. Ce modèle est issu de la biologieévolutionnaire où il est appliqué au génome mito
hondrial des vertébrés. On donne un
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essus de dupli
ation de la permutation 123456 suivi par la pro
édure deperte aléatoire.
123456  1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

︸ ︷︷ ︸dupli
ation  1 2 6 3 4 6 5 6 6 1 6 2 3 6 4 5 6 6
︸ ︷︷ ︸pro
edure de perte  124635.Ce modèle de dupli
ation sera appélée la W-dupli
ation (W pour Whole). Chaudhuri etal. introduisent une notion de distan
e entre deux génomes et ils fournissent un algorithmepour la 
al
uler e�
a
ement dans 
ertains 
as. Bouvel et Rossin [43℄ ont aussi étudié 
emodèle. Ils prouvent que la 
lasse des permutations obtenues à partir de l'identité après pétapes (la partie dupliquée est i
i de longueur K) est aussi une 
lasse de permutations àmotifs ex
lus. Plus parti
ulièrement, dans le 
as restreint d'une dupli
ation totale (wholedupli
ation ouW-dupli
ation pour abréger), ils obtiennent après pW-dupli
ations, la 
lassedes permutations évitant toutes les permutations minimales ayant 2p des
entes, minimaledans le sens de la relation d'in
lusion des motifs dans une permutation. De plus, ils 
al-
ulent le nombre né
essaire et su�sant d'étapes de dupli
ations de largeur K pour obtenirn'importe quelle permutation à partir de l'identité. Plus ré
emment, Bouvel et Pergola[42℄ ont montré une 
ara
térisation lo
ale et simple et plusieurs propriétés sur l'ensembledes permutations minimales ave
 2p des
entes. Ré
emment Mansour et Yan [115℄ ont aussidonné propriétés sur les permutations minimales.Dans 
ette se
tion, on étudie la dupli
ation totale en miroir ( whole mirror dupli
ation-random loss model ou (WM-dupli
ation pour abréger) : C'est le même pro
essus que pourla W-dupli
ation sauf que l'on 
opie le miroir de la portion originale. Ce modèle apparaît
ouramment dans les génomes euba
tériens dans la plupart des 
hromosomes [51, 121℄. La�gure III.1 illustre une WM-dupli
ation pour la permutation σ = 5421673 :

5421673  5 4 2 1 6 7 3 3 7 6 1 2 4 5 5 4 6 2 6 1 6 6 7 6 3 3 7 6 6 1 2 6 4 6 5 5463712.
1 2 3 4 5 6 71234567 1 2 3 4 5 6 7 6 5 4 3 2 11234567 1 2 3 4 5 6 71234567

σ = 5 4 2 1 6 7 3 WM-dupli
ation σ′ = 5 4 6 3 7 1 2Figure III.1 : Une WM-dupli
ation de la permutation 5421673. Les points en
er
léssont supprimés lors de la pro
édure de perte.Soit Sn l'ensemble des suites s de taille n , s = s1s2 . . . sn, formées d'entiers posi-tifs. Le miroir de s est s̄ = snsn−1 . . . s1. Une sous-suite de s est si1si2 . . . sim pour
1 6 i1 < i2 < . . . < im 6 n. Une sous-suite est appélée une sous-
haîne lorsque l'en-semble {ij , 1 6 j 6 m} est un intervalle, i.e. lorsque la sous-suite est formée d'éléments
onsé
utifs de s. Une montée (resp. une des
ente) de s est une position i (1 6 i 6 n − 1)ave
 si < si+1 (resp. si > si+1). Un par
ours montant (resp. un par
ours des
endant) de
s est une sous-
haîne (de longueur au moins un) dans laquelle les éléments sont en ordre
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roissant (resp. ordre dé
roissant). Plus généralement, un par
ours montant (ou par
oursdes
endant) est dit maximal lorsqu'il ne peut pas être étendu en un plus long par
oursmontant (resp. par
ours des
endant) dans la suite. Voir Rodney et Wilf [46℄ pour des ré-sultats 
on
ernant l'énumération des permutations qui ont un nombre donné de par
oursmontant et des
endant. Par exemple, si s = 5467312 alors la position 4 est une des
ente, lasous-
haîne 46 est un par
ours montant, et 467 est un par
ours montant maximal. Notonsque 5 est aussi un par
ours montant maximal. Une vallée de s est une sous-
haîne qui estun par
ours des
endant suivi d'un par
ours montant l'un des deux ayant une longueur aumoins deux, i.e. une sous-
haîne sksk+1 . . . sℓ, 1 6 k < ℓ 6 n telle qu'il existe j (k < j < ℓ)véri�ant sk > sk+1 > . . . > sj et sj < sj+1 < . . . < sℓ. Une vallée est maximale si lasous-
haîne est maximale pour 
ette propriété. Dans l'exemple 
i-dessus, les sous-
haînes
5467 et 7312 sont les seules vallées maximales de s. On note par val(s) le nombre de valléesmaximales dans s, i.e. la 
ardinalité de l'ensemble {j, sj < min{sj−1, sj+1}}. Une formuleré
ursive énumérant les permutations ave
 un nombre donné de vallées peut être trouvéedans [139℄.D'un autre 
oté, une suite s de taille n est une permutation lorsque 
haque si est unélément di�érent dans l'ensemble [n] = {1, 2, . . . , n}. Dans la suite, les permutations serontnotées par des lettres gre
ques : σ, π, τ, . . . Soit Sn l'ensemble de toutes les permutationsde taille n (n > 1). En relation ave
 les dé�nitions pré
édentes, toute permutation σ
ontient au plus ⌊

n−1
2

⌋ vallées. Une permutation σ ∈ Sn sera dite alternantes si σ1 >
σ2 < σ3 > σ4 < σ5 > . . . Dans la littérature [33℄, les permutations alternantes sont aussiappelées down-up et sont énumérées par les nombres d'Euler (A000111 [162℄). Par exemple,la permutation 324165 est alternante. Notons qu'une permutation alternante de taille n
ontient exa
tement ⌊

n−1
2

⌋ vallées.On rappelle i
i la dé�nition d'un motif dans une permutation. Une permutation π detaille k, k 6 n, est un motif (pattern en anglais) de la permutation σ ∈ Sn s'il existe unesous-suite de σ qui est isomorphe à π en 
onservant l'ordre des éléments ; i.e., s'il y a unesous-suite σi1σi2 . . . σik de σ (ave
 1 6 i1 < i2 < . . . < ik 6 n) telle que σiℓ < σim lorsque
πℓ < πm. On é
rit π ≺ σ pour noter que π est un motif de σ. Une permutation σ qui ne
ontient pas un motif π est dite qui évite π. par exemple, σ = 1423 
ontient les motifs132, 312 et 123 ; mais σ évite le motif 321. La 
lasse de toutes les permutations évitantles motifs π1, π2, . . . , πk est notée S(π1, π2, . . . , πk), et Sn(π1, π2, . . . , πk) est l'ensembledes permutations de taille n évitant π1, π2, . . . et πk. On dit aussi que S(π1, π2, . . . , πk)est une 
lasse de permutations à motifs ex
lus de base {π1, π2, . . . , πk}. Une 
lasse C depermutations est stable pour ≺ si, pour σ ∈ C, pour π ≺ σ, alors on a aussi π ∈ C. Ondonne maintenant une remarque 
ru
iale pour la suite de notre étude.Remarque : Si une 
lasse C de permutations est stable pour ≺ alors C est aussi une 
lasse depermutations à motifs ex
lus possédant la base B = {σ /∈ C, ∀π ≺ σ ave
 π 6= σ, π ∈ C}.

⋄Dans le pro
hain paragraphe, on prouve que la 
lasse des permutations obtenues à partirde l'identité après un nombre donné p de WM-dupli
ations est la 
lasse des permutationsave
 au plus 2p−1−1 vallées. C'est aussi la 
lasse des permutations évitant les permutationsalternantes de taille 2p +1. De plus, on obtient la longueur du plus 
ourt 
hemin entre unepermutation et l'identité. Ensuite dans le paragraphe suivant, on fournit deux algorithmes(d'une 
omplexité polynomiale) permettant de re
onstruire un plus 
ourt 
hemin entre
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onque. Le premier trouve le 
hemin en re
ulant, 
'està dire en partant de la permutation et en allant vers l'identité. Le deuxième utilise unalgorithme e�
a
e pour générer le 
ode de Gray binaire ré�é
hi [37, 84℄ et re
onstruit le
hemin en partant de l'identité et en allant vers la permutation. Dans la dernière partie,on donne des résultats pour d'autres modèles de dupli
ations mélangeant les W- et lesWM-dupli
ations et dé
oulant de notre étude.III.2.1 Permutations à motifs ex
lus et le modèle de WM-dupli
ationNous étudions i
i le modèle de WM-dupli
ation en terme de permutations à motifsex
lus. Nous établissons que la 
lasse C(p) obtenue à partir de l'identité après p WM-dupli
ations est exa
tement la 
lasse des permutations évitant toutes les permutationsalternantes de taille 2p + 1.Lemme III.1. Soit σ et π deux permutations di�érentes telles que π ≺ σ. Alors σ 
ontientau moins autant de vallées que π.Lemme III.2. Une permutation obtenue à partir de l'identité après un nombre donné pde WM-dupli
ations 
ontient au plus 2p−1 − 1 vallées.Théorème III.3. La 
lasse C(p) des permutations obtenues à partir de l'identité après unnombre donné p de WM-dupli
ations est la 
lasse des permutations ave
 au plus 2p−1 − 1vallées.Preuve : En 
onsidérant le lemme III.2, il su�t de prouver que 
haque permutation σ ave
au plus 2p−1 − 1 vallées peut être obtenue à partir de l'identité après p WM-dupli
ations.On pro
ède par ré
urren
e sur p. En e�et, soit σ une permutation ave
 k vallées telle que
2p−2 − 1 < k 6 2p−1 − 1. Alors σ peut s'é
rire σ = ττ ′ où τ 
orrespond au plus longpré�xe de σ 
ontenant exa
tement 2p−2−1 vallées et τ ′ le su�xe restant. On dé
ompose lapermutation τ = u1d1u2d2 . . . uℓdℓ, où ui et di sont respe
tivement des par
ours montantet par
ours des
endant dé�nis 
omme suit : u1 est le premier par
ours montant maximalsans prendre sa plus grande valeur ; d1 le par
ours des
endant juste après u1 ; u2 le par
oursmontant juste après d1 sans prendre sa plus grande valeur, ainsi de suite... Notons que u1peut être vide 
e qui ne peut pas se produire pour dℓ. Par exemple, τ = 5421673 a ladé
omposition : u1 est vide, d1 = 5421, u2 = 6 et d2 = 73. Soit aussi τ ′ = uℓ+1dℓ+1 . . . ukdkla dé
omposition similaire pour τ ′. Maintenant appliquons le pro
essus suivant : on 
lasse enordre dé
roissant les valeurs apparaîssant dans dℓ ou u1 a�n de 
réer un par
ours des
endant
Dℓ ; on 
lasse en ordre 
roissant les valeurs situées dans uℓ ou dℓ+1 a�n de 
réer un par
oursmontant Uℓ ; on 
onstruit alors la suite S = UℓDℓ. On 
lasse dans une suite dé
roissante
Dℓ−1 les valeurs situées dans dℓ−1 ou uℓ+2, et ainsi de suite. A 
haque étape j, on insèreles suite obtenues Uj et Dj au début de S. La permutation S = . . . Uℓ−1Dℓ−1UℓDℓ obtenueà la �n du pro
essus 
ontient au plus 2p−2 − 1 vallées. Voir �gure III.2 pour un exemplede 
onstru
tion de S. Don
, par ré
urren
e S peut être obtenue à partir de l'identité après
(p − 1) WM-dupli
ations. Par 
onstru
tion, σ est atteint ave
 une WM-dupli
ation de S
e qui signi�e que σ peut être 
onstruite à partir de l'identité ave
 p WM-dupli
ations.Notons que la permutation σ a été dé
omposée en une partition de par
ours montant
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1112345678

91011 τ τ ′

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1112345678
91011

σ = 11 6 5 10 3 9 8 1 7 4 2 S = 2 4 7 11 6 5 1 8 9 10 3Figure III.2 : Dé
omposition σ = ττ ′ et la permutation S obtenue après le pro
essus dela preuve du Tthéorème III.3. On a τ = 11 6 5 10 3, τ ′ = 9 8 1 7 4 2, u1 est vide, d1 = 11 6 5,
u2 est vide, d2 = 10 3, u3 est vide, d3 = 9 8 1, u4 est vide, d4 = 7 4 2 et, D2 = 10 3,
U2 = 1 8 9 ; D1 = 11 6 5 ; U1 = 2 4 7. Don
 S = U1D1U2D2 = 2 4 7 11 6 5 1 8 9 10 3.et par
ours des
endant, uj et dj . On utilisera 
ette dé
omposition pour l'algorithme dere
onstru
tion d'un plus 
ourt 
hemin entre l'identité et σ.Corollaire III.4. Soit σ une permutation et val(σ) le nombre de ses vallées. Dans lemodèle de WM-dupli
ation, ⌈log2(val(σ) + 1)⌉ + 1 étapes sont né
essaires et su�santespour obtenir σ à partir de l'identité.On fournira par la suite deux algorithmes permettant de re
onstituer un 
hemin entrel'identité et une permutation.Théorème III.5. La 
lasse C(p) des permutations obtenues après un nombre donné p deWM-dupli
ations est la 
lasse des permutations évitant les permutations alternantes detaille 2p + 1.Par exemple, C(1) = S(213, 312) et C(2) = S(21435, 31425, 41325, 32415, 42315, 21534,
31524, 51324, 32514, 52314, 41523, 51423, 42513, 52413, 43512, 53412).On obtient aussi le résultat plus général (voir théorème III.6) pour la 
lasse des permu-tations ayant au plus p vallées. Notons, ave
 [139, 95, 97℄, une fon
tion génératri
e bivariéepour 
ette 
lasse est :

1

1− y (1− 1

y
+

1

y

√

y − 1 · tan(x
√

y − 1 + arctan(
1√
y − 1

))),où y est la variable dédiée au nombre maximal de vallées dans la permutation et x estdédiée à la longueur de la permutation.Théorème III.6. La 
lasse des permutations ayant au plus p vallées est la 
lasse despermutations évitant les permutations alternantes de taille 2p+ 3.



56 Chapitre III : Motifs dans les permutationsIII.2.2 Considérations algorithmiquesOn présente i
i deux algorithmes pour re
onstituer un s
enario possible deWM-dupli
ationspour une permutation σ ∈ Sn : le premier 
onstruit un plus 
ourt 
hemin entre l'identitéet σ en re
ulant de σ vers l'identité ; le deuxième algorithme donne une 
onstru
tion du
hemin de l'identité vers σ en utilisant le 
ode de Gray binaire ré�é
hi [84℄ et en par
ou-rant le 
hemin de l'identité vers σ. On dis
ute aussi de leur 
omplexité. Notons que si l'onapplique σ−1 à 
haque élément du 
hemin on obtient naturellement un plus 
ourt 
heminde WM-dupli
ations entre σ−1 et l'identité.III.2.2.1 Un 
hemin de 12 . . . n vers σ ∈ Sn obtenu en re
ulant à partir de σOn explique i
i 
omment on peut établir un algorithme pour 
onstruire un s
enario deWM-dupli
ations de l'identité vers σ ∈ Sn. L'algorithme re
onstituera 
e 
hemin en re
u-lant à partir de σ. On partitionne la permutation σ 
omme suit : σ = u1d1u2d2 . . . ukdk où
u1 = σ1 . . . σi1 est le par
ours montant maximal 
ontenant la première entrée σ1 ; dk est lepar
ours des
endant maximal 
ontenant σn ; d1 est le par
ours des
endant maximal 
onte-nant σi1+1 ; uk est le par
ours montant maximal juste avant dk, i.e. la valeur juste avant dkdans σ appartient à uk ; on 
ontinue le pro
essus en alternant les par
ours montant et lespar
ours des
endant jusqu'à 
e que la permutation σ soit entièrement partitionnée. Atten-tion, 
ette dé
omposition n'est pas la même que 
elle utilisée dans la preuve du théorèmeIII.3.Pour i de 1 à ℓ =

⌊
k+1
2

⌋ , on dé�nit par Ui (resp. Di) le 
lassement en ordre 
roissant(resp. dé
roissant) de ui et dk−i+1 (resp. di et uk−i+1). Soit π = U1D1U2D2 . . . UℓDℓ la
on
aténation de toutes les sous-
haînes 
lassées Ui et Di où Dℓ peut être vide. Alors π
ontient au plus (ℓ − 1) =
⌊

k+1
2

⌋
− 1 =

⌊
val(σ)+2

2

⌋

− 1 =
⌊

val(σ)
2

⌋ vallées. Cette étapedemande O(n) 
al
uls puisqu'on peut simultanément déte
ter et 
lasser les par
ours mon-tant et les par
ours des
endant. En itérant 
e pro
essus ave
 
ette nouvelle permutation
π, le Corollaire III.4 nous garantit que la pro
édure Ba
kPath (voir Algorithm 1) 
onstruitun 
hemin de l'identité vers σ en (⌈log2(val(σ) + 1)⌉ + 1)O(n), i.e. O(n · log2(n)) dans lepire des 
as. Par exemple, 
e pro
essus appliqué à la permutation σ = 5421673 donne le
hemin σ ← 3576421← 1234567 (les par
ours montant sont en gras).pro
edure Ba
kPathwhile σ 6= 12 . . . n do- π ← empty- Soit σ = u1d1u2d2 . . . ukdk la partition en par
ours montant et des
endantfor i← 1 to ⌊

k+1
2

⌋ do- Classer en order 
roissant ui et dk−i+1 et ajouter le résultat sur la droite de π- Classer en ordre dé
roissant di et uk−i+1 et ajouter le résultat sur la droite de πend for- σ ← πend whileAlgorithm 1: La pro
édure Ba
kPath fournissant un s
enario de WM-dupli
ations del'identité vers σ ∈ Sn.



III.2 : Dupli
ation en miroir du génome 57III.2.2.2 Un 
hemin de WM-dupli
ations de 12 . . . n vers σ ∈ SnI
i on 
onstruit un 
hemin de WM-dupli
ations à partir de 12 . . . n vers la permutation
σ ∈ Sn. Contrairement à l'algorithme pré
édent, i
i le 
hemin est 
onstruit dire
tementen 
ommençant ave
 l'identité et en allant vers la permutation σ. On dé
ompose la per-mutation σ = u1d1u2d2 . . . ukdk en par
ours montant et des
endant de la même manièreque pour la preuve du théorème III.3. On rappelle 
ette dé
omposition : ui et di sont res-pe
tivement par
ours montant des
endant dé�nis 
omme suit : u1 est le premier par
oursmontant sauf sa plus grande valeur ; d1 le par
ours des
endant juste après u1 ; u2 le par-
ours montant juste après d1 sauf sa plus grande valeur, ainsi de suite... Notons que u1 peutêtre vide : une telle dé
omposition est donnée en exemple dans la preuve du théorème III.3.On étiquète maintenant 
haque par
ours (montant et des
endant) de la dé
ompositionave
 le 
ode de Gray binaire ré�é
hi [84℄ : on peut le faire en utilisant un algorithmeloopless introduit par Bitner, Ehrli
h, et Reingold [37℄. Par exemple, la �gure III.3 montreun tel étiquetage. La stru
ture du 
ode de Gray binaire ré�é
hi Bn est 
ru
iale : Bn =
0 · Bn−1

⋃
1 · Bn−1 initialisé par B1 = {0, 1} où Bn est la liste Bn 
onsidérée en ordreinverse. Supposons que σ = u1d1 . . . uℓdℓuℓ+1dℓ+1 . . . ukdk où tous les par
ours de u1 à dℓont une étiquette ave
 le dernier bit 0, et les autres par
ours ont 1 
omme dernier bit.En a

ord ave
 la preuve du théorème III.3, on re
onstitue la permutation 
i-dessus π de

σ en 
on
aténant (sur la gau
he) le 
lassement en ordre dé
roissant Dℓ de dℓ et uℓ+1, le
lassement en ordre 
roissant Uℓ de uℓ et dℓ+1, ainsi de suite...A 
ontrario, à l'étape j de notre algorithme on fait une WM-dupli
ation de π en : (i)
onservant dans la première 
opie de π les éléments étiquetés 0 sur le jième bit signi�
atif,et, (ii) en 
onservant dans le miroir les éléments étiquetés 1 sur le jième bit signi�
atif(voir la �gure III.3 pour un exemple). Cette étape demande seulement O(n) 
al
uls.En itérant 
e pro
essus, le Corollaire III.4 nous garantit que la pro
édure Path (voirAlgorithm 2) 
onstruit un 
hemin de l'identité à σ en (⌈log2(val(σ) + 1)⌉ + 1)O(n), i.e.
O(n · log2(n)) dans le pire des 
as.pro
edure Path- π = 12 . . . n- Partitionner σ = u1d1u2d2 . . . ukdk en par
ours montant et des
endant- Etiqueter les par
ours montant et des
endant ave
 le 
ode de Gray ré�é
hi (looplessalgorithm [37℄)for j = 1 to 1 + ⌊log2(k − 1)⌋ do- Faire une WM-dupli
ation sur π qui 
onserve dans la première 
opie de π exa
tementles éléments étiquetés 0 sur le jième bit.end forAlgorithm 2: La pro
édure Path donnant un s
énario de WM-dupli
ations de 12 . . . nvers σ ∈ Sn.Une Applet Java pour 
e dernier algorithme est donnée sur le site internet http ://www.u-bourgogne.fr/jl.baril



58 Chapitre III : Motifs dans les permutations2 3 1 6 8 4 5 9 7000 001 011 010 110 111
123456789 → 245897631 → 231679854 → 231684597Figure III.3 : Etiquetage des par
ours montant et des
endant de σ = 231684597 ave
 le
ode de Gray ré�é
hi. Exemple de 
hemin de WM-dupli
ations à partir de l'identité vers

σ.III.2.3 Autres modèles de dupli
ationI
i, on explore deux variantes du modèle de WM-dupli
ation : 1) on fait une WM-dupli
ation de l'identité suivi par plusieurs W-dupli
ations et, 2) on fait une WM- et/ouW-dupli
ation de l'identité suivi par plusieurs W-dupli
ations. Pour 
es deux 
as on fournitune 
ara
térisation de la 
lasse des permutations obtenues après p dupli
ations.III.2.3.1 Une WM-dupli
ation suivie par plusieurs W-dupli
ationsOn a vu auparavant qu'une WM-dupli
ation de l'identité donne la 
lasse des permuta-tions ne 
ontenant pas de vallée. Don
, on obtient par ré
uren
e que la 
lasse des permu-tations obtenues après une WM-dupli
ation de l'identité suivie par (p− 1) W-dupli
ationsest la 
lasse des permutations ave
 au plus 2p−1−1 vallées. On déduit le théorème suivant :Théorème III.7. La 
lasse des permutations obtenues après une WM-dupli
ation de l'iden-tité suivie par (p−1) W-dupli
ations est la 
lasse des permutations évitant les permutationsalternantes de longueur 2p + 1.III.2.3.2 Une W- ou WM-dupli
ation suivie par plusieurs W-dupli
ationsI
i, on fait une W- ou WM-dupli
ation de l'identité suivie par plusieurs W-dupli
ations.Théorème III.8. La 
lasse des permutations obtenues après une W- ou WM-dupli
ationde l'identité suivie par p W-dupli
ations est l'union de deux 
lasses : (i) la 
lasse despermutations ayant au plus 2p − 1 vallées et, (ii) la 
lasse des permutations ayant au plus
2p+1 − 1 des
entes.Corollaire III.9. La 
lasse C′(p) des permutations obtenues après une W- ou WM-dupli
ationde l'identité suivie par p W-dupli
ations est la 
lasse des permutations évitant les permu-tations de taille 3 · 2p + 1 ayant exa
tement 2p vallées et 2p+1 des
entes.Par exemple, C′(0) = S(4132, 3142, 4312, 3241, 3214, 4231, 4213, 2143) ; on a 
al
ulé ex-périmentalement la 
ardinalité de la base de C′(1), qui est 720. On déduit alors le résultatplus général :Corollaire III.10. La 
lasse des permutations ayant au plus p vallées et au plus 2p + 1des
entes est la 
lasse des permutations évitant les permutations de taille 3p + 4 et ayantexa
tement p+ 1 vallées et 2p+ 2 des
entes.



III.3 : Cloture 
y
lique de S(k(k − 1) . . . 21) 59Notons que l'ensemble des permutations de taille 3p + 4 ayant exa
tement p + 1 val-lées et 2p + 2 des
entes est aussi l'ensemble des permutations de même taille, ave
 lemême nombre de vallées et où 
haque montée est immédiatement pré
édée par une des-
ente (
e qui dé�nit une vallée). Cet ensemble a été étudié par Shapiro et al. [157℄ (voiraussi la suite A101280 dans [162℄). En e�et, ils énumèrent les permutations de taille nayant k 'peaks' et ave
 la proprièté supplémentaire que 
haque montée est immédiate-ment suivie par une des
ente. Don
, la 
ardinalité de notre ensemble est obtenue quand
n = 3p + 4 et k = p + 1. Par exemple, les premières 
ardinalités pour p = 0, 1, 2, 3, 4 sont
8, 720, 230144, 179266560, 277662253056.III.2.4 Future dire
tion de re
her
heBeau
oup de problèmes relatifs restent ouverts. Par exemple, soit σ1 et σ2 deux per-mutations dans Sn. Peut-on exhiber un algorithme e�
a
e pour 
al
uler la permutation
π qui minimise la somme d(π, σ1) + d(π, σ2) où d(π, σ) est le nombre minimum de WM-dupli
ations né
essaires pour transformer π en σ ? Peut-on 
ara
tériser la 
lasse de per-mutations à motifs ex
lus 
orrespondante aux permutations obtenues à partir de l'identitéaprès une W-dupli
ation suivie par p WM-dupli
ations ? Peut-on obtenir des résultats si-milaires pour la dupli
ation miroir partielle (non totale) ? Peut-on faire un travail similairelorsque l'on permet de faire à 
haque étape une W ou WM dupli
ation ?III.3 Cloture 
y
lique de S(k(k − 1) . . .21)Rappelons quelques notations utiles pour la suite de 
e paragraphe. Soit S (respe
-tivement Sn) la 
lasse des permutations (respe
tivement permutations de taille n). Ona S =

⋃

n>0 Sn. Comme nous l'avons fait depuis le début de 
e mémoire, on repré-sente les permutations en notation linéaire, i.e. si i1, i2, . . . , in sont n valeurs distin
tesdans [n] = {1, 2, . . . , n}, on note la permutation σ ∈ Sn par la suite i1 i2 . . . in si
σ(k) = ik pour 1 6 k 6 n. Par exemple, la permutation identité de taille n, Idn, sera é
rite
1 2 . . . n. Un segment d'une permutation σ est une sous-suite de la forme σiσi+1 . . . σj−1σjou σjσj+1 . . . σnσ1 . . . σi−1σi ave
 1 6 i 6 j 6 n. La 
ardinalité (ou longueur) d'un seg-ment W sera notée |W |. Une permutation σ = σ1σ2 . . . σn ∈ Sn 
ontient le motif π ∈ Sk,
k > 2, si et seulement s'il existe une suite d'indi
es 1 6 i1 < i2 < . . . < ik 6 n telle que
σ(i1)σ(i2) . . . σ(ik) est ordonnée 
omme π. On é
rit π ≺ σ pour dire que π est un motifde σ. Une permutation σ qui ne 
ontient pas π 
omme motif est dite qui évite π. Soit
B un ensemble de permutations. On denote par Sn(B) (respe
tivement S(B)) l'ensemble(respe
tivement la 
lasse) des permutations dans Sn (respe
tivement S) évitant tous lesmotifs π ∈ B. Par exemple, 25314 /∈ S5(123) mais 43152 ∈ S5(123). Voir par exemple[39, 160℄. Dans la suite, une sous-suite d'une permutation σ ordonnée suivant le motif
Dk = k(k − 1) . . . 21 sera appelée un Dk-motif de σ. Une 
lasse C de permutations estfermée (or stable) pour la relation ≺ si, pour tout σ ∈ C, pour tout π ≺ σ, alors on a aussi
π ∈ C. Une telle 
lasse peut toujours être dé�nie par une 
lasse de permutations S(B)évitant des motifs. Dans le 
as où B est minimale (relativement à la relation ≺), B estdite une base.Soit σ = σ1σ2 . . . σn une permutation dans Sn. On dé�nit deux bije
tions r (rotation
y
lique) et ℓ (rotation 
ylindrique) sur Sn de la manière suivante : r(σ) = σnσ1σ2 . . . σn−1



60 Chapitre III : Motifs dans les permutationset ℓ(σ) = (σ1 mod (n)+1)(σ2 mod (n)+1) . . . (σn mod (n)+1). Par sou
is de simpli
ité,on dira qu'une permutation σ′ ∈ Sn est une rotation 
y
lique (resp. rotation 
ylindrique)d'une permutation σ ∈ Sn si σ′ = rk(σ) (resp. σ′ = ℓk(σ)) pour un entier k ∈ [1..n]. Parexemple, 231 et 312 sont toutes les deux des rotations 
y
liques de 123 ∈ S3 ; 213 et 132sont elles des rotations 
ylindrique de 321 ∈ S3. La 
loture 
y
lique cc(C) (resp. 
loture
ylindrique cℓ(C)) d'une 
lasse C est la 
lasse des permutations qui peuvent être obtenuespar une rotation 
y
lique (resp. rotation 
ylindrique) d'une permutation de C. En�n, la
loture torique tr(C) de C est dé�nie par cc(cℓ(C)) qui est aussi égal à cℓ(cc(C)).De nombreuses études ont été faites sur les 
lotures de 
lasses de permutations : énumé-ration des permutations d'une longueur donnée dans la 
lasse ; 
ara
térisation de la baseasso
iée à la 
lasse ; et ré
emment leurs liens ave
 les 
lasses fermées relativement à larotation 
y
lique. Rappelons maintenant les prin
ipaux résultats obtenus par Albert et al.(Voir [2℄).Soit C la 
lasse S(B) ou B est un ensemble de motifs. Nous savons que cc(C) est une
lasse à motifs ex
lus où sa base est l'ensemble des permutations qui sont minimales et quin'appartiennent pas à cc(C). Une permutation est minimale relativement à l'ensemble demotif B lorsque la permutation 
ontient au moins un motif de B et que tout motif propreà la permutation ex
lut tous les motifs de B. Soit σ une permutation dans C et θ un motifde σ (relativement à B). Le segment témoin W (θ) de θ est le segment de σ (
onsidéré
ir
ulairement) 
ommençant par la valeur juste après la dernière de θ et �nissant par lapremière valeur de θ dans σ. Albert et al. donne une 
ondition né
essaire et su�sante pourque σ appartienne (ou pas) à la 
loture 
y
lique de C.Lemme III.11. [2℄ σ /∈ cc(C) si et seulement si les segments témoins 
ouvrent σ.De plus, ils obtiennent une 
ondition su�sante pour que la 
lasse cc(C) ait une base de
ardinalité �nie.Proposition III.12. [2℄ Soit C = S(B), où B est �nie et supposons qu'il existe une borne
∆ dépendant de B seulement telle que, pour tout σ /∈ cc(C), il y a une 
olle
tion d'au plus
∆ segments témoins qui 
ouvrent σ. Alors cc(C) possède une base �nie.Albert et al. déduisent de la proposition III.12 que cc(S(321)), cc(S(231)) et cc(S(4321))ont des bases �nies. Ils montrent aussi que la 
loture 
y
lique d'une 
lasse peut avoir unebase in�nie (
'est le 
as de la 
loture de S(265143)). Ils donnent également plusieurs ré-sultats d'énumération très intéressants.Cette partie est organisée de la façon suivante. Dans un premier temps, on prouve quela 
loture 
y
lique de S(k(k − 1) . . . 21) a une base �nie B. De plus, on prouve que laplus petite taille d'une permutation minimale de B est 2k − 1, et que 
es permutationssont énumérées par (2k − 1).ck où ck est le k-ième nombre de Catalan. On 
ara
tériseaussi 
es permutations. Ensuite, on étudie les 
lotures 
ylindriques de 
lasses fermées. Onmontre une dualité ave
 la 
loture 
y
lique 
e qui nous permet de prouver que la 
loture
ylindrique de S(k(k − 1) . . . 21) est aussi à base �nie. En�n, on étudie la 
loture torique.On donne une 
ondition su�sante pour que la 
lasse tr(C) ait une base �nie. On proposeainsi plusieurs questions ouvertes 
on
ernant la 
loture torique de 
ertaines 
lasses depermutations. Plus pré
isément, on a obtenu la preuve que tr(S(321)) est à base �nie,mais nous ne la donnons pas i
i. En e�et, la preuve 
ontient énormément de 
as à véri�er
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y
lique de S(k(k − 1) . . . 21) 61et ne 
ontient pas de 
on
epts parti
ulièrement intéressants. On �nit en présentant d'autresquestions ouvertes 
on
ernant l'énumération de 
ertaines 
lotures toriques de 
lasses.Soit σ = σ1 . . . σn une permutation de taille n telle que σ /∈ cc(S(Dk)) pour k > 3. Pour
x ∈ {1, . . . , n}, on dé�nit Wσ(x) par l'ensemble des sous-suites θ = θ1θ2 . . . θk−1θk de σ(
onsidérée 
ir
ulairement), ordonnées 
omme Dk = k(k− 1) . . . 21 et telles que x ∈W (θ).Soit Wσ l'union de tous les Wσ(x) pour 1 6 x 6 n. Dans la suite, on omet l'indi
e σpour Wσ(x) et Wσ puisque 
e sera impli
ite en fon
tion du 
ontexte. Pour θ, θ′ ∈ W, ondé�nit une relation d'ordre � par : θ′ � θ si et seulement si (a) |W (θ′)| < |W (θ)| ; ou(b) |W (θ′)| = |W (θ)| et le mot asso
ié θ′1θ′2 . . . θ′k est plus petit que θ1θ2 . . . θk en ordrelexi
ographique. Alors W est un ensemble �ni non vide totalement ordonné. Soit θ sontélément maximum. Alors, σ a une stru
ture spé
iale illustrée par la �gure III.4 et dé
rite
i-dessous.En e�et, σ peut s'é
rire (modulo rotation) :

σ = θ1α1θ2α2 . . . θk−1αk−1θkαkou W (θ) = αkθ1, θi ∈ {1, 2, . . . , n} et αi sont des segments de σ pour i ∈ [1, k]. Par
onvenan
e, on pose θk+1 = 0 et θ0 = n+ 1. Pour i ∈ [1, k− 1], on dé�nit la sous-suite α−
i(resp. α+

i ) des éléments dans αi qui sont plus petit que θi+1 (resp. plus grand que θi−1).D'un autre 
oté, α−
i,j , i ∈ [1, k− 2], j ∈ [i+2, k+1], (resp. α+

i,j , i ∈ [2, k− 1], j ∈ [0, i− 2],)est la sous-suite de α−
i (resp. α+

i ) 
onstituée par toutes les valeurs plus grandes que θj(resp. moins grandes que θj).Ave
 
es hypothèses, σ véri�e les propriétés stru
turales suivantes.Fait 1. Pour i ∈ [1, k − 1], αi ne 
ontient pas de valeur dans l'intervalle [θi+1, θi].S'il existe y ∈ αi tel que y ∈ [θi+1, θi], alors θ′ = θ1 . . . θiyθi+1 . . . θk−1 est une sous-suite de σ appartennant àW tel que |W (θ′)| > |W (θ)| 
e qui donne une 
ontradi
tionave
 la maximalité de θ.Fait 2. Pour i ∈ [1, k − 1], αi ne 
ontient pas de valeur dans [θi, θi−1].S'il existe y ∈ αi tel que y ∈ [θi, θi−1], alors θ′ = θ1 . . . θi−1yθi+1 . . . θk est une sous-suite de σ appartennant à W telle que θ � θ′ 
e qui donne une 
ontradi
tion.Fait 3. Pour i ∈ [1, k−2], j ∈ [i+2, k], α−
i,j appartient à S(Dj−i) et α−

i appartient à S(Dk−i).Si α−
i,j 
ontient une sous-suite ρ1ρ2 . . . ρj−i ordonnée 
ommeDj−i, alors θ′ = θ1 . . . θiρ1 . . . ρj−iθj . . . θk−1appartient à W et véri�e |W (θ′)| > |W (θ)| 
e qui donne une 
ontradi
tion.Fait 4. Pour i ∈ [2, k − 1], j ∈ [0, i − 2], α+

i,j appartient à S(Di−j).Si α+
i,j 
ontient une sous-suite ρ1ρ2 . . . ρj−i ordonnée 
ommeDi−j , alors θ′ = θ1 . . . θjρ1 . . . ρi−jθi+1 . . . θk−1appartient à W et véri�e θ � θ′ 
e qui donne une 
ontradi
tion.Les faits suivants sont une simple généralisation des faits 3 et 4. Les preuves sontobtenues mutatis mutandis.Fait 3'. Pour i ∈ [1, k − 2], j ∈ [i + 2, k], ℓ ∈ [i + 1, k − 1], α−

i,jθi+1α
−
i+1,jθi+2 . . . α

−
ℓ−1,jθℓappartient à S(Dj−i) et α−

i θi+1α
−
i+1θi+2 . . . α

−
ℓ−1θℓ appartient à S(Dk−i).Fait 4'. Pour i ∈ [2, k − 1], ℓ ∈ [i + 1, k], j ∈ [0, ℓ − 3], α+

i,jθi+1α
+
i+1,jθi+2α

+
i+2,j . . . α

+
ℓ−1,jθℓappartient à S(Dℓ−j−1).



62 Chapitre III : Motifs dans les permutationsFigure III.4 : La stru
ture spé
iale d'une permutation σ /∈ S(Dk). Une aire remplie ne
ontient pas de point de la forme (i, σi), 1 6 i 6 n. Une suite de j diagonales 
roissantesdans une aire signi�e que l'aire ne 
ontient pas de motif (j + 1)j . . . 21.
θ1

θ2

θ3

θ4

θ5

θ6

Fait 1 Fait 2 Fait 4

Fait 3
Fait 4'Fait 3'

Théorème III.13. Soit k > 3 un entier. Alors cc(S(Dk)) possède une base �nie.Preuve. Soit σ = σ1 . . . σn une permutation de taille n qui n'appartient pas à cc(S(Dk)).Le point 
ru
ial de la preuve est de trouver un nombre borné (indépendamment de n) desegments témoins qui 
ouvrent σ. Finalement, on 
on
lura grâ
e à la proposition III.12.Soit θ = θ1 . . . θk un élément maximum de W. Modulo une rotation 
y
lique, σ peut sedé
omposer 
omme suit :
σ = θ1α1θ2α2 . . . αk−1θkαk.Notons que αk et θ1 = σ1 sont évidemment 
ouverts parW (θ) puisqueW (θ) = αkθ1. Don
il su�t de prouver que αiθi+1 pour 1 6 i 6 k − 1 sont 
ouverts par un nombre borné desegments témoins.Soit i tel que 1 6 i 6 k−1 et σi la rotation de σ dé�nie par σi = αiθi+1 . . . θkαkθ1α1 . . . θi−1αi−1θi.Par hypothèse, il existe une sous-suite ρ de σi (
onsidéré 
ir
ulairement) telle que θi+1 ∈

W (ρ). Si αi est vide, il n'y a rien à faire puisque αiθi+1 est 
ouvert par W (ρ). Maintenant,supposons que αi est non vide, et 
onsidérons la première valeur x1 de αi. Alors, il existeune sous-suite ρ = ρ1ρ2 . . . ρk de σi ordonnée pareil que Dk telle que x1 ∈W (ρ). On prendpour ρ l'élément maximal de W(x1).
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y
lique de S(k(k − 1) . . . 21) 63On dis
ute sur la première valeur ρ1 de ρ : (i) ρ1 /∈ αi ; (ii) ρ1 ∈ α−
i et (iii) ρ1 ∈ α+

i . Le
as (i) est immédiatement résolu puisque 
ela signi�e que αiθi+1 est 
ontenu dans W (ρ).Regardons le 
as (ii) : ρ1 ∈ α−
i . Notons que ρk apparaît sur la droite de θk (dans

σi), puisque sinon θ ne serait pas maximal dans W (
ar θ1 ∈ W (ρ) et |W (ρ)| > |W (θ)|).Soit j le plus petit entier, 1 6 j 6 k − 1, tel que ρj appartient à α−
i α

−
i+1 . . . α

−
k−1 maispas à ρj+1. Alors, la stru
ture parti
ulière (Fait 3') de σ induit que la sous-suite ρ′ =

θi+1θi+2 . . . θi+jρj+1ρj+2 . . . ρk est ordonnée 
omme Dk et x ∈ W (ρ′). Cela donne une
ontradi
tion ave
 le fait que ρ est un élément maximal de W(x1). Don
, le 
as (ii) ne seproduit jamais.Regardons le 
as (iii) : ρ1 ∈ α+
i . S'il existe j, 1 6 j 6 k−1 tel que ρj ∈ α+

i et ρj+1 ∈ α−
i ,alors on 
onsidère ℓ 
omme étant le plus petit entier j+1 6 ℓ 6 k−1, tel que ρℓ appartientà α−

i . . . α
−
k−1 mais pas ρℓ+1 (ℓ existe 
ar ρk est sur la droite de θk). Ave
 le même argumentque pour le 
as (ii), Fait 3' induit que ρ′ = ρ1 . . . ρjθi+1θi+2 . . . θi+ℓ−jρℓ+1 . . . ρk est unesous-suite dansW(x1) tel que ρ�ρ′. C'est une 
ontradi
tion. Don
 la sous-suite ρ1 = ρ véri-�e la propriété que toute valeur de ρ1 est né
essairement dans α+

i θi+1α
+
i+1 . . . α

+
k−1θkαkθ1α

−
1 θ2α

−
2 . . . α

−
i−1θi.Moins formellement, on dit que ρ1 est situé au-dessus de θ dans σi. Puisque 
ette propriétéest 
ru
iale pour la suite de la preuve, on appelle 
ette propriété la propriété de dominan
ede ρ1 sur θ.Maintenant on 
onsidère le plus petit j1, 1 6 j1 6 k − 1, tel que ρ1

j1
appartient à αimais pas ρ1

j1+1. En 
onsidérant le Fait 4 (ou 4') ave
 la propriété de dominan
e de ρ1 sur
θ, on déduit j1 < i− 1.Maintenant, on rempla
e x1 = x par la valeur x2 de αi juste après ρ1

1 (si elle existe ;sinon on prend x2 = θi+1). Par hypothèse, x2 est aussi 
ouvert par le segment témoin
W (ρ2) où ρ2 est un autre motif ordonné 
omme Dk, et tel que ρ2

k appartient à σi sur ladoite de ρ1
k ou sur la gau
he de x2. Ave
 le même argument que 
i-dessus, ρ2 a la propriétéde dominan
e sur ρ1, i.e, moins formellement, la suite ρ2 est au-dessus ρ1. Don
, ρ2 
ontientau plus j2 6 j1 − 1 valeurs dans α+

i .En itérant 
e raisonnement pour la valeur juste après ρ2, on 
onstruit une sous-suite
ρ3 telle que le nombre j3 de ses valeurs dans α+

i véri�e j3 6 j2 − 1.Le pro
essus �nit après au plus i− 1 étapes. Cela signi�e que αi peut être 
ouvert parles segments témoins W (ρℓ) pour 
ertains ℓ, tel que 1 6 ℓ 6 i− 2 6 k− 2, i.e. ave
 au plus
i − 2 segments témoins, 
e qui est une borne dépendant de k seulement. Par 
onséquent
αiθi+1 peut être 
ouvert par au plus i − 1 segments témoins. Don
, σ est 
ouvert par auplus 1 +

∑k−1
ℓ=1 ℓ = 1 + k(k−1)

2 segments témoins. 2Théorème III.14. cc(S2k−ℓ(Dk)) = S2k−ℓ pour 2 6 ℓ 6 2k − 1.Théorème III.15. cc(S2k−1(Dk)) est énuméré par (2k−1)!− (2k−1)ck−1 ou (ck)k>1 estla suite de Catalan.Notons qu'une permutation de taille (2k−1) σ /∈ cc(S(Dk)) 
ommençant par 2k−1 ne
ontient pas de motif de la forme 123 (
ette remarque est déduite de la preuve du théorèmepré
édent). De plus, la preuve du théorème pré
édent induit une bije
tion 
onstru
tive entrel'ensemble des bons parenthésages de taille 2k− 2 et l'ensemble des permutations de taille
2k − 1, 
ommençant par 2k − 1, et 
ontenant un motif Dk dans 
haque rotation 
y
lique.En e�et, on 
onsidère la représentation binaire b = b1 . . . b2k−2 des bons parenthèsages, i.e.



64 Chapitre III : Motifs dans les permutationsFigure III.5 : Les 
inq permutations σ 
ommençant par 7 telles que σ /∈ cc(S7(D4)) :
7654321, 7216543, 7165432, 7615432, 7261543. Le motif le plus à gau
he θ est illustréen gras dans la notation linéaire de σ et illustré par des points vides dans la représentation
i-dessous. Les bons parenthèsages 
orrespondant sont respe
tivement ((())), (())(), (()()),
()(()) et ()()().

1 2 3 4 5 6 71234567 1 2 3 4 5 6 71234567 1 2 3 4 5 6 71234567
1 2 3 4 5 6 71234567 1 2 3 4 5 6 71234567

bi = 0 si la i-ième parenthèse est une parenthèse fermante, bi = 1 sinon). Par 
onvenan
e,on ajoute b2k−1 = 0 sur la droite de b. Maintenant, soit j, 1 6 j 6 2k − 1, le rang duzéro le plus à droite à gau
he du un le plus à droite dans b (si j n'existe pas on pose
j = 2k − 1). Alors, on traverse b de la droite vers la gau
he (de l'indi
e j à 1), et onétiquète 
haque zéro en ordre 
roissant à partir de 1. Finalement, on 
ontinue d'étiqueter(en ordre 
roissant) les éléments restants de b de la droite vers la gau
he. Par exemple, leparenthèsage ()((()())((()))) a une représentation binaire 10111010011100000 où j = 9 (engras). Sa permutation 
orrespondante 17 4 16 15 14 3 13 21 12 11 10 9 8 7 6 5 
ontient lemotif D9 dans 
haque rotation 
y
lique. Voir la �gure III.5 dans le 
as k = 4.Le théorème III.13 montre que la base B de cc(S(Dk)) est �nie. Les théorèmes III.14et III.15 induisent que la plus petite taille d'une permutation minimale est 2k − 1, etque 
es permutations sont énumérées par (2k − 1) · ck−1. Il reste à 
ara
tériser les autreséléments de la base B, 
e que je n'ai pas réussi à faire. Notons que Albert et al. ont obtenuexpérimentalement les éléments de la base de cc(S(321)) : 15432, 14325, 164253, 163254et 1472536. Nous avons obtenus expérimentalement que la base de cc(S(4321)) 
ontient 5permutations minimales de taille 7, 32 de taille 8, 54 de taille 9, et 136 de taille 10.Théorème III.16. Les inversions de taille 2k − 1 qui n'appartiennent pas à cc(S(Dk))sont énumérées par k(k+1)

2 .Pour k = 3, il y a 6 involutions de taille 5 qui n'appartiennent pas à cc(S(D3)) : 54321,
15432, 21543, 32154, 43215 et 14325.III.3.1 La 
loture 
ylindriqueDans 
e paragraphe, on étudie la 
loture 
ylindrique cℓ(C) d'une 
lasse fermée C, i.e.,la 
lasse des permutations pouvant être obtenues par une rotation 
ylindrique d'une per-



III.3 : Cloture 
y
lique de S(k(k − 1) . . . 21) 65mutation dans C. On fournit plusieurs résultats généraux faisant des liens entre les 
lotures
y
lique et 
ylindrique.Lemme III.17. Si X est un ensemble de permutations alors π ∈ cc(X) ⇐⇒ π−1 ∈
cℓ(X−1). Par 
onséquent, si X = S(B) alors cc(S(B)) = cℓ(S(B−1))−1. De plus, si la base
B est stable par inversion, i.e. B = B−1, alors cc(S(B)) = cℓ(S(B))−1.Maintenant nous posons C = S(B) où B est une base. Comme pour le 
as de la rotation
y
lique, cℓ(C) est aussi une 
lasse de permutations à motifs ex
lus. Soit σ une permutationdans C et θ un motif (appartenant à B) dans σ. On dé�nit par intervalle témoin de σl'intervalle 
y
lique W ′(θ) =]max(θ)..min(θ)] = [n]\]min(θ)..max(θ)]. Notons que W ′(θ)est un intervalle dans [n] 
onsidéré 
ir
ulairement, mais 
e n'est pas for
ément un segmentdans σ. On remarque fa
ilement que W ′(θ) est aussi un segment témoin de σ−1 (
onsidéré
ir
ulairement) relativement au motif θ−1. Deux résultats similaires aux lemme III.11 etproposition III.12 peuvent être déduit :Lemme III.18. σ /∈ cℓ(C) si est seulement si les intervalles témoins W ′(θ) 
ouvrent [n](ou de façon équivalente σ).Proposition III.19. Soit C = S(B), où B est de 
ardinalité �nie et supposons qu'il existeune borne ∆ dépendante de B seulement telle que, pour tout σ /∈ cℓ(X), il y a une 
olle
tiond'au plus ∆ intervalles témoins qui 
ouvrent σ (ou de façon équivalente [n]). Alors cℓ(X)a une base �nie.Proof. La preuve est obtenue de la même façon que 
elle de la proposition III.12. 2Théorème III.20. Soit k > 2 un entier. Alors cℓ(S(Dk)) admet une base �nie.Tous les résultats d'énumération obtenus dans [2℄ pour la 
loture 
y
lique sont aussivalides pour la 
loture 
ylindrique.Théorème III.21. cℓ(S2k−1(Dk)) est énuméré par (2k−1)!− (2k−1)ck−1 ou (ck)k>1 estla suite de Catalan.III.3.2 Dis
ussion et Con
lusionDans 
e paragraphe, on donne des résultats généraux 
on
ernant la 
loture torique
tr(C) pour une 
lasse C de permutations, i.e. tr(C) = cℓ(cc(C)) = cc(cℓ(C)). Soit fu,v,
1 6 u, v 6 n, les fon
tions dé�nies sur Sn par fu,v(σ) = σ′ où σ′j = (σ(u+j−2) mod (n)+1−v)
mod (n) + 1, pour j ∈ [1..n]. L'ensemble {fu,v(σ), 1 6 u, v 6 n} 
ontient exa
tementtoutes les rotations toriques de σ puisque la permutation fu,v(σ) est égale à la permutation
rn−u+1(ℓn−v+1(σ)).Maintenant supposons que C = S(B) où B est un ensemble �ni de permutations.Soit θ un motif (relativement à B) dans σ ∈ C. L'aire témoin W ′′(θ) de θ dans σ est leproduit dire
t de σ−1(W (θ)) de θ ave
 l'intervalle témoin W ′(θ) : W ′′(θ) = σ−1(W (θ))×
W ′(θ). Par exemple, la permutation 7261543 
ontient le motif 132 (θ = 265), W (θ) est lesegment 4372, alors σ−1(W (θ)) = {6, 7, 1, 2}, W ′(θ) est l'intervalle 712, et W ′′(θ) est l'aire
{6, 7, 1, 2} × {7, 1, 2}. Voir la �gure III.6 pour une illustration.On obtient alors un résultat similaire aux résultats obtenus pré
édemment 
on
ernantl'appartenan
e d'une permutation à la 
loture torique d'une 
lasse.



66 Chapitre III : Motifs dans les permutationsFigure III.6 : L'aire témoin W ′′(265) pour la permutation 7261543.
1 2 3 4 5 6 71234567Lemme III.22. σ /∈ tr(C) si et seulement si les aires témoins 
ouvrent [n]× [n] où n estla longueur de σ.Proposition III.23. Soit C = S(B), où B est de 
ardinalité �nie ; supposons qu'il existeune borne ∆ dépendante de B seulement telle que, pour tout σ /∈ tr(C), il y a une 
olle
tiond'au plus ∆ aires témoins qui 
ouvrent [n]× [n]. Alors tr(C) a une base �nie.Nous avons étudié la base pour la 
loture de tr(S(321)). Des 
al
uls expérimentauxsuggèrent que tr(S(321)) a une base �nie. De plus la base de tr(S(321)) 
ontient proba-blement une permutation minimale de longueur 5, 2 de longueur 7, 2 de longueur 8, 39 delongueur 9 et 2 de longueur 10.Cependant, nous nous sommes intéréssés à prouver 
e résultat. Il semblerait que lapreuve ait été for
ée mais je préfère ne pas présenter 
elle 
i pour les raisons suivantes. Lapreuve demande l'étude de beau
oup de 
as et 
ha
un d'eux induisent des sous-
as assezlourds à expli
iter. En attendant l'obtention d'une preuve élégante de 
e résultat, si elleexiste, je 
onsidère que 
e problème n'est pas en
ore résolu. Je propose maintenant troisquestions ouvertes.Problème 1 : Est-
e que tr(S(321)) a une base �nie ?Problème 2 : Est-
e que tr(S(231)) a une base �nie ?Problème 3 : Plus généralement, soit k > 2 un entier ; est-
e que tr(S(Dk)) a une base�nie ?Il reste 
ependant de nombreuses questions en suspens notamment dans le domaine del'énumération des 
lasses qui sont 
lotures toriques d'une 
lasse de permutations à motifsex
lus.



Chapitre IVPerspe
tives
J'ai exposé dans 
e mémoire les prin
ipaux travaux de re
her
he 
on
ernant : la gé-nération exhaustive de 
lasses d'objets 
ombinatoires, l'étude de stru
tures en treillis, etl'étude des motifs dans les permutations.Je propose 
i-dessous quelques exemples de problèmes en
ore ouverts 
on
ernant lesdomaines traités dans 
es trois 
hapitres.Génération exhaustiveTrouver un algorithme permettant de générer e�
a
ement les permutations de taille nayant un nombre donné de des
entes (même question en imposant que la liste soit un 
odede Gray).Trouver un algorithme permettant de générer e�
a
ement en 
ode de Gray les permu-tations de taille n ayant un nombre donné d'ex
éden
es.Trouver un algorithme permettant de générer en 
ode de Gray optimal les ensembles

S2n(321) et S2n(312).Construire un paquetage Maple (ou autre) permettant d'implanter tous les algorithmesobtenus.Stru
ture en treillisPoursuivre les re
her
hes 
on
ernant l'obtention d'un algorithme permettant de 
al
uleren temps polynomial la distan
e de rotation entre deux arbres dans le treillis de Tamari.Exhiber des algorithmes permettant de 
al
uler en temps polynomial la distan
e entredeux arbres dans les treillis 'phago
yte' et le treillis 'taille-gre�e'.Résoudre la 
onje
ture énon
ée dans 
e mémoire : Si v(T ) est la longueur du plus long
hemin entre 1 et T alors on 
onje
ture que v(T ) + v(T ′) 6 v(T ∨ T ′) + v(T ∧ T ′) et si
T < T ′ alors v(T ) < v(T ′). Si tel est le 
as, alors d(T, T ′) = v(T ) + v(T ′) − 2v(T ∨ T ′)serait une distan
e sur 
e treillis.Enumérer le nombre d'intervalles dans les deux nouveaux treillis.



68 Chapitre IV : Perspe
tivesTrouver un algorithme e�
a
e non-ré
ursif pour 
al
uler la fon
tion de Möbius dutreillis 'taille-gre�e' et prouver qu'elle prend ses valeurs dans {−1, 0,+1}.Motifs dans les permutationsTrouver un algorithme e�
a
e permettant de trouver la permutation π qui minimisela somme d(π, σ1) + d(π, σ2) où d(π, σ) est le nombre minimum de WM-dupli
ations né-
essaires pour transformer π en σ.Cara
tériser la 
lasse de permutations à motifs ex
lus 
orrespondante aux permutationsobtenues à partir de W ou WM-dupli
ations.Montrer que la 
loture torique de S(321) est à base �nie. Même question pour S(231).Examiner la �nitude de la base de la 
loture torique de S(k(k − 1) . . . 321).Autres dire
tions de re
her
heContinuer à explorer en terme de permutation des problèmes issus de la bioinformatique(dupli
ation de gène).Etudier 
ertains problèmes 
ombinatoires issus du domaine de l'Image (tomographie).
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