Algorithmique

PROGRAMME D’INFORMATIQUE:

FICHE SYNTHESE

COMMENTAIRES

ALGORITHMIQUE

1) Algorithmes gloutons

2) Suites récurrentes

3) Diviser pour régner

4) Algorithmes d’exploration avec retour en arriére
5) Variant et invariant

6) Spécification

1) Changement de base (voir le Théme Architecture), rendu de

monnaie. Le candidat doit pouvoir justifier la correction d'un
algorithme de ce type.

2) On se limite au calcul de suite d’ordre k fixé en utilisant une
version itérative ef une version récursive. Il powra étre demandé
dans le second cas d’évaluer le nombre d’appels. Les éléments
des suites peuvent étre des tableaux ou des listes.

3) La recherche dichotomique dans un tableau trie et le tri
fusion serviront d’exemples parmi d’autres. Il est demandé de

pouvoir appliquer le théoréme sur les suites récurrentes de la
forme T (n) = a .T( /b )+n° afin d’évaluer un algorithme de ce
type.

4) Par exemple, le probléme des n Reines et DPLL. Il n’est pas
exigible de fournir une évaluation du gain par rapport a une

exploration exhaustive. Le candidat doit pouvoir formuler des

critéres permettant de revenir en arriére et pouvoir évaluer une
proposition de nouveau critére.

5) Le candidat doit pouveir specifier un invariant et un variant
pour chaque boucle utilisée. Il n’est pas demande d’introduire
un calcul de plus faibles préconditions. mais une justification
informelle pourra étre demandeée.

6) Les fonctions doivent étre spécifiées par un contrat liant leur
résultat & leurs arguments. Dans le cas de fonctions fraitant des
tableaux. il powra étre demandé une formulation logique
précise.

ANALYSE QUANTITATIVE D’ALGORITHMES

1) Définition de la complexité en temps et en espace.
Notations O, (, ©

2) Calculer la complexité en moyenne et dans le pire
cas d'un programme impératif

3) Calcul de la complexité dans le pire cas d'une
fonction récursive : Méthode par développement, par
substitution.

4) Equations récurrentes linéaires d’ordre k.

5) Récurrences par division linéarisation
changement de variable, preu

récurrences de la forme T (n) =

par

1) Les Machines de Turing ne sont pas au programme. Les
définitions se basent sur des exemples de programmes déja
étudies.

2) Pour la complexité moyenne en présence de boucles, seuls les
problémes dans lesquels la probabilité de sortie de boucle est
constante et aisément trouvable ou fournie dans 1'énoncé
pourront étre poses aux candidats.

3) Dans le cas de résolution par substitution. il sera demandé au
candidat de fournir la solution et de prouver sa correction.

4) Limitation & des équations avec coefficients constants.
Lorsqu’il n’y a pas de racines évidentes, limitation au cas k < 2.
On traite aussi le cas ou la partie non-homogéne est une somme
de puissances multiplies par des polynomes. La résolution
d'une équation sans justification algorithmique powra étre
demandée a un candidat.

5) Le théoréme sera en particulier utilisé pour évaluer
viser pour régner”.
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PRELIMINAIRES

Codage de I'information : Quelle que soit la nature de l'information traitée par un ordinateur (image,
son, texte, vidéo), elle I'est toujours sous la forme d'un ensemble de nombres écrits en base 2, par
exemple 01001011. Le terme bit signifie « binary digit », c'est-a-dire 0 ou 1. Il s'agit de la plus petite
unité d'information manipulable par une machine numérique. Il est possible de représenter
physiquement cette information binaire par un signal électrique ou magnétique, qui, au-dela d'un
certain seuil, correspond a la valeur 1. L'octet est une unité d'information composée de 8 bits. Voici les
unités standardisées :

¢ Un kilooctet (ko) = 103 octets

¢ Un mégaoctet (Mo)=106 octets

¢ Un gigaoctet (Go)=109 octets

e Un téraoctet (To)= 1012 octets

Représentation d’un entier en binaire :

Représentation des entiers en binaire (division entiére par
2)

77|12
LIEH
0 lgli
1 912
i
e r Code binaire: 1001101

1001101 | 77=12°402' 41224123402 4+ 0.25 4+ 1.2°

Lecture

du résultat (4]

Les entiers négatifs sont représentés en plagant un bit de signe devant le complément a 2 du codage
de sa valeur absolue. Par exemple, si I'entier est -77, alors le complément a 2 est obtenu en
complémentant 01001101 (cad 10110010), puis en ajoutant 1. Le résultat est donc 10110011.

Vérifier le résultat en effectuant la somme de 01001101+10110011=00000000.

Représentation d’un réel en binaire :

Comment coder un réels???? Exemple de 77,3

- Codage partie entigre : 77 +— 1001101
- Codage partie non entiére : 0.3« 7777

032 =06
06+2 =12
022 =04
04+x2 =08
08x2 =16

062 =12

0.3 +— 0.0 1001 1001 1001 ... |

Codage de 77.3

77.3 «— 1001101.0 1001 1001 1001 ...

vl

Attention, il se peut qu’un nombre réel ait une décomposition binaire infinie. C’est le cas de 77,3. Dans
ce cas, le codage est tronqué ce qui provoque inévitablement de possible erreurs de calculs. La
comparaison a==b est donc tres dangereuse. |l est préférable d’utiliser la comparaison :

abs(a-b) <=epsilon * a en choisissant un petit epsilon.
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PARTIE O - ALGORITHMES CLASSIQUES — COMPLEXITE

- Version itérative : algorithme basé sur des itérations (for, while)
- Version récursive: algorithme basé sur la récursivité mathématiques (« du haut vers le bas »)

- Programmation dynamique: algorithme traitant les problémes du « bas vers le haut »

Exemple 1 : Calcul de factorielle n

def factiteratif(n):

p=1

for i in range(2,n+1):
p=p*i

return p

def factrecursif(n):
if n==8:
return 1
else:
return factrecursif(n-1)*n

Exemple 2 : Calcul du n-ieme nombre de Fibonacci

def Fibonacciiteratif(n):
pe=1
pl=1
for 1 in range(2,n+1):
p2=pB+pl
pB=pl
pl=p2
return p2

def Fibonaccirecursif(n):
if n==08 or n==1:
return 1
else:

return Fibonaccirecursif(n-1)+Fibonaccirecursif{n-2)

Exercice 1: Comparer les temps de calculs des deux algorithmes précédents. Commentez... On pourra
faire un import time, puis on utilisera a=time.time() ou tout autre moyen de votre convenance.
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Exemple 3 : Calcul du coefficient binomial C(n,p)

def binomial(n,p):
if n»p and p>0:
return binomial(n-1,p-1)+binomial(n-1,p)
else:
return 1

Exercice 2: Comparer les temps de calculs de cet algorithme avec ceux de la version itérative... On
utilisera la méme bibliothéque que précédemment.

Exemple 4 : Suite de Syracuse

La suite de Syracuse d'un entier x est la suite x[n] définie par: x[1]=x et x[n+1]=x[n]/2 si x[n]est pair, et
X[n+1]=3x[n]+1 sinon. La suite s'arréte des que I'on trouve la valeur 1. Ecrire en Python une fonction
itérative donnant la suite de Syracuse commencant par l'entier x. Ecrire la version récursive.
Aujourd'hui, personne n'a été capable de démontrer que la suite de Syracuse se termine pour toute
valeur de x.

Exercice 3: Autres exemples a connaitre :
- Recherche d'un extrémum : Ecrire un programme Python permettant de rechercher les extrema des
éléments situés dans un tableau.

- Algorithme d'Euclide : Cet algorithme permet de calculer le PGCD de deux nombres entiers positifs a
et b, avec a>=b. Le principe est le suivant : si b divise a alors le PGCD(a,b)=b, sinon
PGCD(a,b)=PGCD(b,r) ou r est le reste de la division euclidienne de a par b. Ecrire un programme en
Python permettant de calculer le PGCD de deux nombres entiers positifs de fagon itérative (puis
récursive).

- Décomposition binaire d'un entier : Ecrire un programme Python permettant d'afficher la
décomposition binaire d'un nombre entier donné par I'utilisateur.

- Puissance (exponentiation) rapide : Ecrire un programme Python itératif (puis récursif) permettant
de calculer la puissance n d'un nombre x de fagon plus rapide que la méthode naive.

- Recherche d'un élément dans un tableau trié : Ecrire un programme Python itératif (puis récursif)
permettant de rechercher si un élément se situe dans un tableau trié. Modifier le programme pour
gu'il renvoie l'indice de la case du tableau ou se situe I'élément recherché.

- Devinons un nombre : Ecrire un programme Python qui permet a un utilisateur de rechercher un
entier entre 1 et 100 généré aléatoirement par la machine (randint(1,100)). A chaque proposition de
|'utilisateur le programme devra afficher si le nombre de I'ordinateur est plus grand, plus petit ou égal
au nombre proposé. Le joueur a seulement 7 propositions possibles.
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Programmation dynamique: La programmation dynamique consiste a résoudre un probléme en le
décomposant en sous-problémes, puis a résoudre les sous-problémes, des plus petits aux plus grands
en stockant les résultats intermédiaires. La programmation dynamique est souvent utilisée lorsqu'une
solution récursive se révele inefficace. Rappelons que la solution récursive utilise des appels récursifs
sur des valeurs décroissantes (du haut vers le bas). A contrario, la programmation dynamique va
utiliser la récursivité dans le sens inverse (du bas vers le haut) pour éviter de calculer plusieurs fois la
méme chose. Par exemple, pour le calcul des nombres de Fibonacci, un programme dynamique
pourrait étre :

def Fibodynamique(n):
t=[8]*(n+1)
t[8]=1
t[1]=1
for i in range(2,n+1):
t[i]=t[i-1]+t[i-2]
return t[n]

Exercice 4: Ecrire un programme Python (version dynamique) pour calculer le coefficient binomial
C(n,p). Comparez les temps de calculs avec la version récursive.

Exercice 4bis: (plus grande sous-séquence croissante) Ecrire un programme python permettant de
trouver la longueur de la plus grande sous-séquence croissante dans un tableau T. On calcule pour tout
j la valeur L[j] qui est la longueur d’une sous-séquence croissant maximale terminant en position j. On
adonc:

L[j]=1+ max( {0} U {L[i] pour i<j et T[i]<T[j]}).

Le résultat est alors le maximum des L[j].

Les questions a se poser :

- Est-ce que l'algorithme donne un résultat (terminaison)?
- Est-ce que l'algorithme donne le résultat attendu (correction)?
- Est-ce que l'algorithme donne le résultat en un temps acceptable (complexité)

Définition: On appelle convergent une quantité qui prend ses valeurs dans un ensemble minoré
d'entiers et qui diminue strictement a chaque passage dans une boucle.
Théoréme: Si une boucle posséde un convergent, alors elle se termine

Définition: On appelle invariant de boucle une propriété qui, si elle est vraie avant I'entrée dans une
boucle, reste vraie aprés chaque passage dans la boucle, et donc est vraie aussi a la sortie de cette
boucle.

Théoréme: La mise en évidence d'un invariant de boucle adapté permet de prouver la correction d'un
algorithme

Exemple de preuve de terminaison et de correction pour 'factorielle':
Terminaison : Dans la version itérative, le convergent est (n+1-i). En effet, pour i allant de 2 a n, la
valeur n+1-i décroit de n-1 a 1, ce qui garantit la finitude de la boucle.
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Dans la version récursive, le convergent est la valeur x telle que : x est égal a n lors du premier appel,
et a chaque nouvel appel récursif x est décrémenté d’une unité. Lorsque x atteint O la fonction renvoie
1, donc la récursivité s'arréte.

Correction : Pour la version itérative, un invariant de boucle pourrait étre : "p contient factorielle de i".
Exercices 5: (preuve de terminaison et de correction): Pour chaque algorithme (version itérative et

récursive) de la Partie 0, montrer la terminaison de l'algorithme et la correction en utilisant des
convergents et des invariants de boucle.

Complexité d'un algorithme (dans le pire des cas): Déterminer la complexité d'un algorithme, c'est
évaluer les ressources nécessaires a son exécution en temps et en mémoire (espace). On se focalisera
ici sur la complexité en temps. Il s'agit d'évaluer le nombre f(n) d'opérations élémentaires (opérations
arithmétiques, comparaisons de données, transferts de données, ...) en fonction de la taille n de la
donnée en entrée. En pratique, on donnera le comportement de cette quantité lorsque n tend vers
I'infini (Log n, n, nlogn, n’ ..., k", ...). La notation la plus utilisée est la notation du "grand O".

f(n)=0(a,) <> IB> 0| f(n) < Bay,.

logn [ n | nlogn | n? ] n’ - 2"
102 | 7ns 100 ns 0,7 ps 10 us } 1 ms | 4.10"3 années
103 10 ns 1 ps 10 ps I ms ls 10292 années
104 13 ns 10 ps 133 ps 100 ms | 17s
10% 17 ns 100 ps 2ms 10s 11,6 jours
10® 20 ns 1 ms 20 ms 17 mn ‘ 32 années

Exemples :

- Complexité de factorielle récursif = O(n)

- Complexité de Fibonacci récursif = O(2n)  car T(n)=2*F_n -1
Exercice 6 : Donner un algorithme pour chaque type de complexité.

- Log n:Recherche d’un élément dans un tableau de n éléments triés par ordre croissant
- n: Calcul du maximum d’un tableau non trié

- nlogn: Trifusion

- n”™2:Triabulles, ou calcul de la longueur de la plus grande sous suite croissante

- 27n: Factoriser un nombre entier (pour I'instant on ne sait pas faire mieux !)

Complexité dans le meilleur des cas: C'est la complexité d’un dans le cas d’exécution le plus
favorable. Par exemple, le tri a bulles a une complexité de O(n”2) au pire des cas, et de O(n) si la liste
est déja triée.

Complexité en moyenne : C'est la moyenne des temps de calculs de toutes les entrées possibles de
I"algorithme.

Recherche d’un élément dans une liste : O(1) - O(n)
Tri pivot : O(n log n) = O(n”2)

Tri Fusion : O(n log n) = O(n log n)

Tri a Bulles : O(n) 2n”2

Tri Insertion : O(n) = O(n”2)
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Quelques théoréemes utiles pour calculer la complexité

Dans le cas de suites récurrentes simples :

Une suite réelle (un), y est dite arithmético-géométrique s'il existe deux réels a et btels gue

VnelMN* up —=au, 1 +0b

« Sia = 1, on dit que la suite (uy,),  est une suite arithmétique de raison b.
« Si b= 0, on dit que la suite [un}m n €st une suite géométrique de raison a.

Propriété
Soit (un), Une suite arithmético-géométrique associée aux réels a et b.
Sia =1, alors

Yn e N, up = up +nb

Sia # 1, etsil'onposel = %, alors

VneN, uy = (ug —I)a™ +1
Propriété

Soit (un),, i Une suite arithmético-géométrique associée aux réels a et b.
On suppose que a, b et up sont positifs.

Sia=1, u, = 6 (n).

Sia > 1, up = 6 (a").

Définition
Une suite réelle (un)m w st une suite récurrente linéaire homogéne d'ordre deux s'il existe deux réels a et b tels que

Vn > 2, u, = au, ; +buy o
Définition

Soit (g ), 5 UNe suite récurrente linéaire homogéne d'ordre deux associée aux réels a et b.

Le polyndme caractéristique de la suite (u.ﬂ}m n est par définition le polynéme z? —az —b

2 _azr—b=0.

L'équation caractéristique de la suite (uﬂ)m w est alors I'équation
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Propriété
Soit (tn), . Une suite récurrente linéaire homogene d'ordre deux et soit A le discriminant de son équation caractéristique.
Si A > 0, en notant z; et z3 les deux racines réelles distinctes du polynéme caractéristique, on a

I\, p € R, Vn € N, uq = Azl + pzj
Si A = 0, en notant z la racine réelle double du polynime caractéristique, on a

I\peR,VneN, ug = (An+p)z"
Dans les deux cas, les constantes A et p se déterminent a I'aide de la valeur des deux premiers termes de la suite. On a alors un
systéme linéaire de deux éguations & deux inconnues & résoudre.
Exemple de Fibonacci :

Example 1.3. Suite de Fibonacci

La suite de Fibonnaci est la suite récurrente linéaire homogéne d'ordre deux définie par

0 sin=0
Uy, = 1 sin=1
Up 1 +Uy 3 Sin>2

L'équation caractéristique de cette suite est 2 —x — 1 = 0. Son discriminant A est égal a 5. Le polyndéme caractéristique posséds

1++/5 1—/5

donc deux racines distinctes &1 = 2 et T2 = 5 -

D'aprés le résultat précédent

SORrC L)

HA,.HER,VREN,M=A( 5 5

Oon détermine alors A et p en se servant de la valeur des deux premiers termes up et u;.

On a en effet d'une part up = 0 et w; = 1 d'aprés la définition de la suite, et d'autre part d'aprés I'expression du terme général

Up = A+ p
{ul=*(”f)+#(l_f)

On doit donc résoudre le systéme

0=A+p
{12/\(12/5)”(1—2,/5)

1 1
Ontrouve A= — et pu= —7. Finalement, on obtient
]

V5

1+4/5y\m
VneN, u, = (—h/_) —

2

=
Ells

Dans le cas d’un algorithme récursif : (diviser pour régner), la complexité revient a résoudre une

équation du type T(n)=a T(n/b) + f(n). Pour résoudre cette équation, deux méthodes sont a connaitre :
par substitution et par développement.

La méthode par substitution consiste a essayer de prédire le résultat et de vérifier s'il satisfait
I’équation. C’est le cas de la recherche dichotomique d’un tableau trié. On obtient T(n)=1+T(n/2) et on
vérifie par récurrence que T(n)==1+log n.

La méthode par développement consiste a ‘dérouler’ I’équation de départ en remplacant T(n/b) par sa
valeur et en itérant jusqu’a n=1 (voir exemple au tableau).
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PARTIE 1 - ALGORITHMES DE TRIS CLASSIQUES

1) Tri par sélection: Ce tri est parfois appelé naif. Le principe consiste a rechercher le minimum de la
liste et de le placer en début de liste, puis recommencer sur la sous-liste des autres éléments. Par
exemple, prenons la liste L=[6,9,1,5,3,3,10,4,8,2]. A I'étape 1, on recherche la valeur minimum de la
liste (ici c'est 1 en position 3), puis on échange cette valeur avec la premiére valeur de la liste (ici, c'est
6). La liste L devient alors L=[1,9,6,5,3,3,10,4,8,2]. On recommence alors ce processus pour la sous-liste
[9,6,5,3,3,10,4,8,2]. Le minimum est 2, et on I'échange avec 9. La liste L devient alors
[1,2,6,5,3,3,10,4,8,9]. On recommence ainsi jusqu'a ce que la sous-liste a trier soit de taille 1.

Version itérative:

def triselection(l):
taille=len(L)
for i in range(taille-1):
indicemin=3i
for j in range(i+l,taille):
if L[indicemin]>L[j]:
indicemin=j
L[indicemin],L[i]=L[i],L[indicemin]
return L

Version récursive:

def triselectionrecursif(L,i):

if i<len(L):
indicemin=3i
for j in range(i+l,len(L)):

if L[indicemin]»>L[j]:
indicemin=j

L[indicemin],L[i]=L[i],L[indicemin]
triselectionrecursif(L,i+1)

return L

2) Tri par insertion : |l s'agit du tri utilisé par le joueur de carte. Le principe consiste a insérer successi-
vement chaque élément L[i] a sa bonne place dans la partie de la liste déja triée L[0:i]. Par exemple,
prenons la liste L=[9,6,1,5,3,3,10,4,8,2]. A I'étape 1, on insére la valeur 6 a sa place dans la liste triée
[9]. La liste L devient alors L=[6,9,1,5,3,3,10,4,8,2]. On recommence alors ce processus en insérant la
valeur 1 dans la sous-liste [6,9]. On obtient alors L=[1,6,9,5,3,3,10,4,8,2]. On recommence ainsi jus-
gu'au traitement du dernier élément de la liste
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Version itérative:

def triinsertion(L):
taille=len(L)
for i in range(l,taille):
val=L[i]
j=i-1
while j»>=0 and L[j]»val:
L[j+1]=L[]]
j=j-1
L[j+1]=val
return L

Version récursive:

def insere(l,j):
if >0 and L[j]<L[j-1]:
L[3-1],L03]1=L[3],L03-1]
insere(L,j-1)

def triinsertionrecursif(L,j):
if j<len(L):
insere(L,j)
triinsertionrecursif(L,j+1)
return L

3) Tri a bulles : Le principe consiste a faire des parcours successifs de la liste en échangeant les valeurs
contiglies mal classées. Le premier parcours de la liste place le maximum de la liste en derniére posi-
tion. Par exemple, prenons la liste L=[9,6,1,5,3,3,10,4,8,2], les échanges effectués lors du premier pas-
sage sont: [9,6,1,5,3,3,10,4,8,2] @ [6,9,1,5,3,3,10,4,8,2] & [6,1,9,5,3,3,10,4,8,2] & [6,1,5,9,3,3,10,4,8,2]
[6,1,5,3,9,3,10,4,8,2] [6,1,5,3,3,9,10,4,8,2] [6,1,5,3,3,9,4,10,8,2] ] [6,1,5,3,3,9,4,8,10,2]
[6,1,5,3,3,9,4,8,2,10]. On recommence ensuite le processus sur la sous-liste obtenue en ne considérant
pas ce maximum.

Version ‘lourde’

def tribullelourd(L):
taille=len(L)
for i in range(taille-1,06,-1):
for j in range(i):
if L[§]>L[+1]:
L[31,L[5+1]=L[3+1],L[]]

return L
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Version “optimisée'

def tribulleoptimise(l):
taille=len(L)
trie=False

indice=1
while not trie:
trie=True

for i in range(taille-indice):
if L[di]»L[i+1]:
L[i],L[di+1]=L]i+1],L[4i]
trie=False
indice=indice+l
return L

Exercice 7 : Ecrire un programme Python permettant de réaliser un tri a bulle shaker. Les passages
sont effectués alternativement de gauche a droite puis de droite a gauche.
def tribulleshaker(L):

taille=len(L)

sens=1

deb=06

fin=taille-1

trie=False

i=deb
while not trie:
trie=True

while (sens==1 and i<fin) or (sens==0 and i>=deb):
if L[i]eL[i+1]:
L[i],L[i+1]=L[i+1],L[i]
trie=False
if sens==1:
i=i+l
else:
i=i-1
if sens==1:
fin=fin-1
i=fin-1
else:
deb=deb+1
i=deb
sens=1-sens
return L
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4) Tri fusion : Il s'agit d'un exemple d'algorithme de type “diviser pour régner'. Le principe est de trier
deux moitiés de la liste puis de fusionner les deux sous-listes triées. Il s'agit d'un tri récursif. Par
exemple, si L=[4,1,8,3,2,9], alors le tri des deux demi listes donne [1,4,8] et [2,3,9], et la fusion de ces
listes termine le tri.

def fusion(k,L):
c=[1]
taillek=len(K)
taillel=len(L)
i=8
j=0
while i<taillek and j<taillel:
if K[i]<L[j]:
c.append(K[i])
i=i+1
else:
c.append(L[i])
j=j+1
if i==taillekK:
for k in range(j,taillel):
c.append(L[k])
else:
for k in range(di,tailleK):
c.append(K[k])
return C

def trifusion(L):
taille=len(L)
if taille<=1:
return L

else:

m=taille//2
return fusion(trifusion(L[@:m]),trifusion{L[m:taille]))
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5) Tri Quicksort : Il s'agit d'un exemple d'algorithme de type “diviser pour régner'. Le principe est de
choisir un élément, appelé pivot, et de séparer la liste en deux sous-listes comprenant respectivement
les éléments inférieurs et les éléments supérieurs au pivot. On utilise ensuite la récursivité sur les deux
sous-listes. Le pivot sera le premier élément de la liste. Par exemple, si L=[6,5,1,9,2,8], le pivot est 6 et
les deux sous-listes sont [5,1,2] et [9,8].

def partition(L,deb,fin):
pivot = L[deb]
i = deb+l
j = fin
partage = False
while not partage:
while i <= j and L[i] <= pivot:

i=1i+1

while L[j] »>= pivot and j »= i:
J=3-1

if j < i:
partage = True

else:

L[i],L[31=L[3],L[4]
L[deb],L[j]=L[3],L[deb]
return j

def quicksort(L,deb,fin):
if deb<fin:
indicepivot = partition(L,deb,fin)
quicksort(L,deb,indicepivot-1)
quicksort(L,indicepivot+l,fin)
return L
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6) Recherche dichotomique : Il s'agit d'un exemple d'algorithme de type “diviser pour régner'. Le prin-
cipe de recherche d'un élément dans un tableau trié consiste a comparer I'élément avec la valeur si-
tuée au milieu du tableau et d'en déduire la partie du tableau ou il apparait.

def dicho(elmt, L):
if len(L)==1
return &
m = len(L)//2
if L[m] == elmt
return m
elif L[m] > elmt
return dicho(elmt, L[:m])
else
return m + dicho(elmt, L[m:])

7) Tri par pile : On dit qu'une liste L (représentant une permutation) est triable par pile lorsqu'il est
possible, a I'aide d'une pile initialement vide, d'ordonner ses éléments en utilisant les opérations sui-
vantes :

- empiler I'élément courant de la liste d'entrée (E)

- dépiler le sommet de la pile dans la liste de sortie (D).

Par exemple, la liste L=[5,4,1,3,2] peut étre triée par la succession d'opérations EEEDEEDDDD.

Exercice 8 : Parmi les listes suivantes, lesquelles peuvent étre triées par une pile ?
[3,4,1,2],[4,3,1,2,6,5], [4,5,3,7,2,1,6]. On pourra effectuer une version procédurale et une version utili-
sant une class pile.
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def estvide(p):
return len(p)==0

def sommet(p):
return p[len(p)-1]

def empile(p, elmt):
print(“"empile ", elmt)
p.append(elmt)

def depile(p):
print("dépile ", p[len(p)-1])
if not estvide(p):

p-pop()
def affiche(p, mess):
print(”"pile : ", mess,end=" ")
for i in range(len(p)):
print(p[i], end=" ")
print("")

def tripile(a):
n=len(a)
p=[1]
sortie=[]
k=0
s=0
for i in range(2*n):
if not estvide(p) and sommet(p)==s+1:
s=sommet(p)
depile(p)
sortie.append(s)
elif k«<n:
empile(p, a[k])
k=k+1
else:
return None
return sortie

def tripile(a):

. n =len{a)
class pile: p = pile()
def __init__ (self): sortie=[]
self.pile=[] k=28
def sommet(self): s =0
return self.pile[-1] WP L) GEIEEE )

if not p.estvide() and p.sommet() == s + 1:
s = p.depile()
sortie.append(s)

def empile(self,elmt):
return self.pile.append(elmt)

def depile(self): S
return self.pile.pop() if k < n:
def estvide(self): p.empile(a[k])
if self.pile == []: k=k+1
else:
return True

return "pas triable”
return sortie

else:
return False




ALGORITHMES CLASSIQUES -COMPLEXITE FICHE SYNTHESE

On peut également trier une permutation en utilisant deux piles en séries.

Exercice 9 : Montrer que la liste [2,4,3,1] est triable par deux piles au moins de deux maniéres diffé-
rentes. De combien de maniéres la liste [3,2,1] peut-elle étre triée ? Plus généralement, montrer que la
liste [n,n-1,n-2, ...,2,1] est triable de pa facons différentes. Montrer que la liste [2,4,3,5,7,6,1] n'est
pas triable par deux piles. Ecrire un programme python permettant de trier (avec deux piles en séries)
une permutation.

PARTIE 2 - AUTRES ALGORITHMES A CONNAITRE

On appelle « algorithme glouton » tout algorithme qui suit une heuristique permettant de faire 'le
meilleur choix' a chaque étape. Cette heuristique ne conduit pas toujours a la solution souhaitée, mais
doit donner des résultats acceptables dans un bon nombre de cas.

Un algorithme glouton pour le tri a deux piles peut étre : effectuer le mouvement légal le plus a
gauche a chaque étape : (i) on réalise I'opération D a chaque fois que |'on peut, sinon on réalise I'opé-
ration T si elle respecte la contrainte de croissance de la pile P2; sinon on réalise |'opération E. Trouver
une liste de longueur 5 pour que cet algorithme échoue, et vérifier qu'elle peut néanmoins étre triée
par deux piles.

8) Le rendu de monnaie : Le probléme du rendu de monnaie va nous fournir un second exemple
simple pour comprendre un algorithme glouton : comment décomposer une somme d'argent en utili-
sant un nombre minimal de piéces a choisir parmi un nombre limité de valeurs possibles ?

Considérons par exemple les unités monétaires européennes c=[1,2,5,10,20,50,100,200,500] (en eu-
ros). On suppose disposer d'un nombre illimité de pieces et billets de chaque type, et on souhaite con-
naitre la décomposition minimale en nombre de piéces et billets d'une certaine somme, par exemple
n=493 euros. Une stratégie gloutonne consiste a rendre la piéce ou le billet v de valeur maximale par-
mi celles de valeurs inférieures ou égales a n (ici c'est v=200), puis réitérer le procédé avec n-v. Sur cet
exemple, on obtient 493=200+200+50+20+20+2+1.
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def rendumeonnaie(a):
s=[1
=0
L=[500,200,100,50,20,10,5,2,1]
n=a
while n>0:
if ne=L[1i]:
n=n-L[1]
S.append(L[i])
else:
i=1i+1
print(5)

Exercice 10 : Ecrire une fonction Python qui prend en paramétres une somme n et un systéme de
monnaie c supposé trié par ordre croissant et qui retourne la décomposition obtenue suivant la straté-
gie gloutonne décrite ci-dessus sous la forme d'une liste de valeurs a utiliser. Par exemple :
glouton(493,[1,2,5,10,20,5%0,1608,260,500])

[280, 200, 56, 20, 28, 2, 1]

Cette stratégie fournit toujours une solution optimale pour ce systeme de monnaie. Prenons mainte-
nant le systeme de monnaie britannique d'avant 1971. On a c=[1,3,6,12,24,30]. Trouver un nombre n
de pennies sur lequel I'algorithme glouton n'est pas optimal.

9) Le probléme du sac a dos - Etant donné plusieurs objets possédant chacun un poids et une valeur et
étant donné un poids maximum pour le sac, quels objets faut-il mettre dans le sac de maniére a maxi-
miser la valeur totale sans dépasser le poids maximal autorisé pour le sac ?

Il existe deux grandes catégories de méthodes de résolution de problémes d’optimisation combina-
toire : les méthodes exactes et les méthodes approchées. Les méthodes exactes permettent d’obtenir
la solution optimale a chaque fois, mais le temps de calcul peut étre long si le probleme est compliqué
a résoudre. Les méthodes approchées, encore appelées heuristiques, permettent d’obtenir rapide-
ment une solution approchée, donc pas nécessairement optimale. Supposons que le sac a dos peut
contenir au maximum 30 kg, et que nous avons 4 objets 01, 02, 03, 04 de poids respectifs 13, 12, 8,
10, et de valeurs respectives 7, 4, 3 et 3.

L'algorithme est :
- Calculer v_i/p_i pour les 4 objets (0.54, 0.33, 0.37 et 0.30)
- Trier tous les objets par ordre décroissant de ce rapport
- Sélectionner les objets un a un dans I'ordre du tri et ajouter I'objet sélectionné dans le sac si le
poids maximal reste respecté.

Exercice 11 : Quels seront les objets contenus dans le sac a dos a la fin de I'algorithme ? Ecrire le pro-
gramme en Python correspondant a cet algorithme.
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10) Algorithmes d'apprentissage : Les k plus proches voisins — Le principe est “dis mois qui sont tes
amis, je te dirai qui tu es'. On dispose d'une base de données d'apprentissage constituée de N couples
entrée-sortie, et on veut estimer le type d’une nouvelle entrée en recherchant ses k plus proches voi-
sins dans la base.

from math import sgrt, exp
from random import shuffle

import csv

csvfile = open ("irisl.data™, "r")
lines = csv.reader (csvfile)
dataset = list (lines)

for x in range (len (dataset)):
for y in range (4):
dataset[x][y] = float (dataset[x][v])

def distance (a, b):
somme = B
for i in range (len (a)):
somme =somme + (a [i] - b [4i]) * (a [i] - b [i])
return (sqrt (somme))
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def kplusprochesveisins (x, k):
1dist = []
for i in range (len (dataset)):
ldist.append (distance (x, dataset [i] [@:4]))
Kppv = []
for i in range (k):
p = float ("inf")
for j in range (len (dataset)):
if 1ldist [j] != @ and 1ldist [j] < p and j not in Kppv:
p = ldist []]
indice = j
Kppv. append (indice)
return (Kppv)

def predire (1):
choix = ['Iris-setosa®, "Iris-versicolor®, 'Iris-virginica®]
effectifs = [@, 8, @]
for x in 1 :
for i in range (3):
if dataset [x] [4] == choix [i]:
effectifs [i] = effectifs[i] + 1
maxi = effectifs [@]
indicemax = @
for i in range (1,3):
if effectifs [i] > maxi:
maxi = effectifs [i]
indicemax = 1
return choix[indicemax]

print(kplusprochesvoisins ([17,4,39], 2))
print (predire (kplusprochesvoisins ([17,4,39], 3)))
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11) Algorithme de calcul de I'enveloppe convexe (algorithme de Jarvis) : On part d'un point arbitraire
dont on sait qu'il est sur I'enveloppe. On prendra, par exemple, le point le plus petit pour 'ordre
lexicographique selon I'ordonnée y puis |'abscisse x. Ensuite, on itéere la recherche des points successifs
qui vont constituer I'enveloppe. Etant donné P, un point de I'enveloppe d'indice i dans le nuage, le
point suivant sur I'enveloppe est le plus petit pour la relation d'ordre <; définie par :

P;i<i Py <=> angle(P;P;, P;P\) >0

Exercice 12 : Ecrire un algorithme Python permettant de calculer I'enveloppe convexe d'un nuage de N
points générés aléatoirement dans le plan et d'afficher les points et I'enveloppe convexe. Utiliser la
bibliothéque matplotlib pour faire une représentation graphique de I'’enveloppe convexe et du nuage
de points.

[F Drawing 1]

12) Tour de Hanoi: Le jeu des tours de Hanoi est un casse-téte composé de trois tours et une pile de
disques rangés du plus grand au plus petit comme sur la photo ci-dessous.

Le but est de déplacer la pile de disques sur la tour de droite en ne déplagant a chaque fois qu'un seul
disque et un disque ne peut pas étre posé sur un disque plus petit. On appelle les tours A, B et C de
gauche a droite et n est le nombre de disques présents au départ dans la tour A. Pour déplacer tous les
disques de la tour A vers la tour C, on peut raisonner comme suit : on déplace n-1 disques de A vers la
tour B; on déplace le dernier disque de A vers C, puis on déplace les n-1 disques de B vers C.

Créer une fonction hanoi qui prend 4 paramétres : hanoi(n,debut,inter,fin) ou n est le nombre de
disques a déplacer, debut est la tour de départ de nos n disques, inter est la tour intermédiaire que
I'on peut utiliser pour déplacer et fin est la tour ol doivent se trouver les n disques au final. Ainsi, au
début on va lancer hanoi(n,"A","B","C") mais quand on va vouloir déplacer les n-1 disques de A vers B,
on écrira hanoi(n-1,"A","C","B").

Exercice 13 : Ecrire cette fonction recursive hanoi(n,debut,inter,fin) de maniére a afficher (avec print)
a chaque étape le déplacement a effectuer sous la forme "A----- > B" pour un déplacement de la tour
"A" vers la tour "B" par exemple.
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13) Le compte est bon : En choisissant 6 nombres (éventuellement égaux) dans I'ensemble
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,25,50,75,100} et en leur appliquant les quatre opérations élémentaires (+,-, *,/),
I'objectif est d'atteindre le résultat demandé (ceci est possible dans 94% des cas). Tous les calculs in-
termédiaires doivent étre entiers. Chacun des nombres peuvent étre utilisés qu'une seule fois. Si le
résultat demandé ne peut pas étre atteint, il faut I'approcher au plus prés.

LE COMPTE EST BON ¢
539
6257267

Exercice 14: Ecrire en python |'algorithme suivant (backtracking)

0) on trie par ordre décroissant les nombres dans un tableau T

1) on choisit une paire de nombres

2) on fait une opération sur cette paire (soit R le nombre obtenu)

3) si on a trouvé le nombre voulu, le programme s'arréte

4) sinon, on remplace les deux nombres par R (le tableau contient alors un nombre de moins)

5) on trie T, et on appelle récursivement la fonction sur T (de taille inférieure) £

6) si cela conduit a un échec, on replace les deux nombres dans le tableau, et on recommence avec
deux autres

14) Le sudoku: Tout le monde connait les regles du sudoku!!!! Je ne les rappelle pas ici... Voici
un algorithme efficace pour résoudre un sudoku.

Exercice 15 : Ecrire en python I'algorithme suivant (backtracking)
1. S'il n'y a pas de case vide, alors c'est gagné.

2. Sinon, choisir la premiere case vide.

3. Regarder la liste des éléments possibles pour cette case.

4. Siaucun élément ne convient, c'est perdu

5. Sinon, pour chaque élément possible faire

6. Affecter la case avec cet élément.

7 Relancer la fonction récursivement

8
9

Si on a gagné, le programme se termine
sinon changer d'élément (aller en 5)
10. Remise a zéro de la case

h
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class Sudoku:
def __init_ (self):
self.field = [ [ @ for _ in range(9) ] for
def empty_cells(self):
return [(r,c) for r, row in enumerate(self.field)
for ¢, val in enumerate(row) if val == @]

in range(9) ]

def available(self, x, y):
row = [ v for v in self.field[x] ]
col = [ r[y] for r in self.field ]
squ = [ self.field[X][Y]

for X in range(x//3 * 3, x//3 * 3 + 3)
for Y in range(y//3 * 3, yv//3 * 3 + 3) ]

return set(range(1,18)) - set(row + col + squ)

def print_game(self):
for 1 in range(®, 9):
print(self.field[i])
print

def play_game(self):
e = self.empty_cells()
if len(e) == 0:
return self

x, y = e[@]
for v in self.available(x, y):
self.field[x][y] = v

if self.play_game() != None:
return self

self.field[x][y] = @
return None

if _ nmame_ == "__main_ ":

g = Sudoku()

g.field = [
[?)9,9) 8J8)83 8,9)2]3
[e,5,e, ©,8,7, 8,0,3],
[e,e,4, o,e,9, 8,0,6],
[e,0,2, @,8,5, &,3,0],
[318;9; 8,0,0, 8;914]:
[e,8,0, 3,8,6, 1,0,0],
[1,8,8, 6,0,8, 2,0,0],
[3,e,6, 7,0,6, ©,9,0],
[4)9,9) 8J9)83 8,9)5]3

1

g.print_game()
g _sol = g.play_game()
if g sol != None:
g_sol.print_game()
else:
print('Mo solution')
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PARTIE 3 - ALLER PLUS LOIN

Il est inconcevable de conclure sans parler d’algorithme génétique et de programmation fonctionnelle.

Algorithme génétique :

Les algorithmes génétiques utilisent la théorie de Darwin sur I’évolution des especes. Elle repose sur
trois principes : le principe de variation, le principe d'adaptation et le principe d'hérédité. L'idée
principale des heuristiques est d'explorer I'espace des solutions en essayant de converger vers la
meilleure solution. Cependant, il est important d’éviter une convergence prématurée de |'algorithme
vers un extremum, ou optimum, local. Un extremum local est la meilleure solution dans une zone
restreinte, en opposition a I'extremum global, qui est la meilleure solution dans I'ensemble.

Voir un exemple sur le site :
http://igm.univ-mlv.fr/~dr/XPOSE2013/tleroux_genetic_algorithm/fonctionnement.html

Programmation fonctionnelle :

La programmation fonctionnelle s'affranchit de fagon radicale des effets secondaires (ou effets de
bord) en interdisant toute opération d'affectation. Le paradigme fonctionnel n'utilise pas de machine a
états pour décrire un programme, mais un emboitement de fonctions qui agissent comme des « boites
noires » que l'on peut imbriquer les unes dans les autres. Chaque boite possédant plusieurs
parameétres en entrée mais une seule sortie, elle ne peut sortir qu'une seule valeur possible pour
chaque n-uplet de valeurs présentées en entrée.

Jean-Luc Baril — Professeur en Informatique a I'Université de Bourgogne
http://jl.baril.u-bourgogne.fr




