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Théorie de Fourier

Fonction (signal) a une dimension

Définition

Une fonction g est périodique s'il existe T tel que :
g(t+T)=g(t) pour tout t.

La plus petite constante non nulle T vérifiant I'égalité ci-dessus
s’appelle la période de la fonction.
Exemples : sin, cos, tan, ...
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3. Théorie de Fourier

Exemple : Sin et Cos ont une période de 27
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3. Théorie de Fourier

Fonction de Dirac: §(t) =0Vt #0andd(0) =1
k=400
Peigne de Dirac: or(t) = > d(t —KT)

k=—o00

21 T 2T 5T

B
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3.1 Séries de Fourier

Soit g une fonction périodique de période T alors on définit la
série de Fourier :

n
Sn(t) = ao+ Y (akcos(Zm) + bysin(Zmt))
k=1

avec
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Vocabulaire

Fréquence fondamentale : fo = +
Valeur moyenne du signal : ap
k-iéme harmonique : &= = 2k rf,
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Théoreme de Dirichlet

Si g est périodique et C! par morceaux, Alors Sy (t) tend vers
3(9(th) +g(t))
tt = limg(t) avec x >t
avec{ x—t
t- = Ilmtg(t) avec x <t
X—

| A\

Expression r éelle

o
ap + > (akcos (%) + bysin (&) =
k=1

= 3(g(t") +g(t") = lim Sa(t)

\
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Propri étés des coefficients

*g paire: g(—t) =g(t) vt
On a: by = 0 pour tout k

* g impaire : g(—t) = —g(t) vt
Ona:ay =0Vk

*g "demi-ondes”: g(t) = —g(~t + T) Vt
Ona:apy =by=0Vvk >0

|m
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g(t) = Pwtavec0 <t < 28
g(t) =5 — L sin(wt) — 22 sin(2wt) — 22 sin(3wt) — 22 sin(4wt)...

gls}

iR G g
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Expression complexe

Co + Z Ck.exp (2Kt =
k=—o0
=3(gtM) +g(t7)) = 1lim_ S (t)
Co = Qo
avec { cx = 3(ax —i.by)sik >0
ck = 5(ak +iby)sik <0

Propri été: c_x = ¢ etdonc |[c_g| = |ck].
Spectre d’amplitude:

£0 _ -
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Interpr étation spectre

Exemple: Spectre d’amplitude de la fonction de 1

Exemple: Spectre d’amplitude de la fonction peigne
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Remarque : Le spectre mesure les variations du signal
dans le temps

Si le signal n’est pas étendu (irrégulier) dans le domaine
temporel, alors le spectre du signal possede des hautes
fréquences

Si le signal est étendu (régulier) dans le domaine temporel,
alors le spectre du signal a trés peu de hautes fréquences
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Puissance transport € par une fonction p ériodique

P est la puissance moyenne délivrée par g(t) a une résistance

de 1 Ohm .
2
P=1 [ g(t)dt
T
2

Théoreme de Parseval
T
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POUR LES SIGNAUX NON PERIODIQUES

Transform ée de Fourier J
Directe : i

§(f) =F(a(t)) = | g(t)exp(—2ixft)dt

Inverse : -

F'(9(f)) = a(t) f §(f)exp(2ixft)df

Condition suffisante d’existence

“+00
/gmm<+w
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Propri étés
Lin éarité : A
F(a.g(t) + b.h(t)) = a.§(f) + b.h(f)
Similarit é :
F(g(at)) = 50(5)
Sym étrie :
FEM) =a(-f)
Décalage temporaire :
F(9(t — to)) = exp(—2irfto)g(f)
Décalage fr équentiel
F(g(t)exp(2irfot)) = §(f — fo)
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Exemples
Transform ée de I'impulsion de Dirac :

F(5(t) =1
Transform ée d’'une constante :
F(Cste) = cste.j(f)
Transform ée de exp(2infot) :
F(exp(2infot)) = o(f —fo)
Transform ée de cos(2rfot) :

F (cos(2irfot)) = =(5(f — fo) + 8(F + fo))
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Transform ée bidimensionnelle

F(a(x,y)) =04(u,v)

+00 +00
= [ [ g(x,y)exp(—2im(ux + vy))dxdy

—00 —00
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Transform ée de Fourier discr éte

On échantillonne la fonction g en choisissant N points
équirépartis Xg, X1,...,XN_1-

Xk = Xo + KAX
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Transform ée Discr ete (1D)

Directe :

§(u) = F(g(x)) = Ng:g(x)exp(—m,ﬁi) avecu = 0.N — 1

Inverse :

F'(g(u)) =9g(x) = Ng:@(u)exp(z“%) avecx =0..N —1

On peut toujours calculer la transformée de Fourier discrete
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Transform ée discr ete 2D

F(g(x,y)) =0a(u,v)
M—1N-1

= > > g(x,y)exp(=2ir(§ + 7))

x=0 y=0

= G(u,v)exp(2im (¥ + X))
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Transform ée en cosinus discr éete 2D

F(

9( )2 =g(u,v)
_ Z z_: g(x, y)cos((2x+l)mr)COS((2y+l)V7r)
x=0 y=0

Application dans la compression d’'image (fichier jpeg par
exemple)
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Transform ée discr ete 2D

F(

Z g(x,y)exp(=2ir(5 + §))

9(x,y)) =4(u,v)
M—1IN-1

>

x=0y

avecM =N =2etg(x,y) = <g

o
N——
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Spectre d’'une Transform ée discr ete 2D

Image assez réguliere donc on a des basses fréquences et pas
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Spectre d’'une Transform ée discr ete 2D
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Spectre d’'une Transform ée discr ete 2D
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Spectre d’'une Transform ée discr ete 2D
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Interpr étation spectre
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Si le signal n’est pas étendu dans le domaine spatial (fortes
variations) alors
le spectre de I'image est étendu jusqu’aux hautes fréquences

Interpr étation du spectre 2D

Si le signal est étendu dans le domaine spatial (faibles
variations) alors

le spectre de I'image n’est pas étendu jusqu’aux hautes
fréquences

Le spectre donne également les directions GLOBALES des
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La transformée de Fourier discrete bidimensionnelle est la
composeée des deux transformées de Fourier
unidimensionnelles en abscisse et en ordonnées.

La complexité est au plus de I'ordre de O(M?N?)

On supposera M = N dans toute la suite
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Filtrage dans le domaine fr équentiel

HHHHH

de Fourier FyR—
F(u,v) se

G(u,v) = H(u,v).F(u,v) |
9(x,y) = F/(G(u,v)) ]
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Pourquoi utiliser le filtrage dans le domaine fr ~ équentiel?

* Approche différente de I'image

- Utilisation des fréquences => étude des variations du
signal

- Détection d’une "direction de I'image”

- Taoutage d’'image

- Compression d'image
* Les filtrages sont plus rapides en utilisant Fourier

Jean-Luc Baril i tiques pour l'informatique



Filtre passe-haut

Un filtre passe-haut est un filtre qui laisse passer les hautes
fréquences et bloque les basses

accentue les d étails - rehaussement de contours
SiD(u, V) est la distance d’un point (u,v) a l'origine:

D(u,v) = Vu2+v2 J

0 siD(u,v) <Cste

On pose : H(u,v) = { 1 sinon
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Filtre de Butterworth

Un filtre de Butterworth est un filtre passe haut qui donne des
résultats plus harmonieux car on garde un peu de basses
fréquences:

H(u,v) = —1

1.4 Duv) 2"
Cste
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Filtre passe-bas

Un filtre passe-bas est un filtre qui laisse passer les basses
fréquences et bloque les hautes

atténue donc les d étails

SiD(u, V) est la distance d’un point (u,v) a l'origine:

D(u,v) = Vu2+v2 J

1 siD(u,v) <Cste
0 sinon

On pose : H(u,v) = {
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Filtre passe-bande On définit deux fréquences de coupures
Cstel et Cste2 et on coupe tout le reste
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Transform ée en cosinus discr éte 2D

Application a la compression des fichiers jpeg :

On découpe I'image en blocs de 8 x 8

On calcule la transformée en cosinus de chaque bloc

On Quantifie chaque bloc, cad on applique un coefficient de
perte

(ex: "annulera” ou diminuera des valeurs de hautes fréquences
- filtre passe-bas)

Compression avec la méthode d’'Huffman
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Translations
Décalage fr équentiel

2i A
9(x,y)-xp(— - (UoX +Voy)) < (U — o,V — Vo)

Décalage spacial (temporel)fr équentiel

A 2i
9(x = %0.Y = ¥o) — §(u, V)-exp(— = (uXo + Vo))
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Cons équences

* Périodicit & de la transform ée de Fourier
* Décalage fr équentiel

N N
VY Gy Yy Y
9(<,y)-(~1) §(u =5V — )

* Recentrage de g(u,Vv)
* Valeur moyenne d’une image : iz (0,0)
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* Facteur d’ échelle

~

1 \Y;
g(ax,by) «— 59( ,5)

u
a
* Rotation angle quelconque

Sig(r,0) «— §(w, ¢) alors

g(r,0 +a) — §(w, ¢ + )
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* Laplacien - d étecteur de contours sensible au bruit
9(x.y) | 99(x.y)

2 _

alors si g(x,y) < @g(u,v) alors

VA%, y) e —(2m)*(u? +vZ)§(u,v)
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Convolution de f par g

T i
| B
H |

= > f(ma(x —n)
n=0

M—1N-1

f,y)*g(x,y) = > Y f(m,n)g(x —m,y —n)

m=0 n=0
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Propri étés de la convolution

Symétrie: fxg=gxf
Associativit €: fx(gxh)=(fxg)xh

Distributivit é: fx(g+h)=fxg+fxh
Dirac : 6(x) % f(x) = f(x) * d(x) = f(x)
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Théoréme de convolution

F(f.g) =f«§

La multiplication dans le domaine fr  équentiel correspond
au produit de convolution dans le domaine spatial.

Jean-Luc Baril Outils Mathématiques pour l'informatique



Formulation matricielle

Si A et B sont deux matrices de tailles respectives M; et M,
pour le nombres de lignes et N, et N, pour les colonnes alors

la taille de A x B est M; + M, — 1 pour les lignes et N; + Np — 1
pour les colonnes
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Exemple - Formulation matricielle

=
N
1
[y
=

f(x,y)= 3121 € g(x,y)=

2|2
1120 11110
fxy93[4|0|etgXxy)=-2|2]|0
0010 0 0|0
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Exemple - Formulation matricielle

0

-2

h'(x,y)q 2

[
S
=
T
=
&
=
5
o
o
n
1}
=]
g
T
=
@
s
4
=
)
=
S
(e]
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donc
1112
f(X,y)*g(X,y)z 5138
6|-2|8
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La convolution correspond au filtrage classique dans le
domaine spatial.

Exemple: ——-
0/1(2|3]|4
0/1(2|3]|4

f(x,y)40|1/2|3|4
0/1/2|3]|4
0/1/2|3]|4
0-1/|0

gx,y)7 1|4 | -1
0-1/|0

11112139
-1/0(0|0|5
fiter2(g,f)5 -1 /0| 0|0 |5
-1/0(0|0|5
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Application a l'image - M éthode fr équentielles

9(x,y) = h(x,y) xf(x,y)
f(x,y) est 'image d’origine
g(x,y) est 'image transformée
h(x,y) est un opérateur (indépendant de la position x ety)

alors d’apres le théoreme de convolution

§(u,v) = h(u,v).f(u,v)
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4. Application al'image

4.1 Transform ée de Fourier rapide 1D

Par une décomposition en arbre binaire, on peut ramener le
calcul de la transformée de Fourier discréte de N? & N.logx(N).

Cette réduction de complexité suffit pour permettre de résoudre
un bon nombres de problemes.

Lidée est la suivante:

Pour calculer une transformée de Fourier pour N points, on se
ramene au calcul de deux transformées de Fourier pour N /2
points.
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4. Application a l'image

4.1 Transform ée de Fourier rapide 2D

Passage de N* & 2 x N?.logoN

Le gain est énorme.
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4. Application al'image

Méthodes fr équentielles

* Domaine spatial —— Domaine fréquentiel

* Fonction porte sur [0, 1] «— Sinus cardinal ==

* Moyenne «— h(x,y) = < si (x,y) € [-)\/2,4+)/2]?

sin(x)
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